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QUELQUES PROPRIETES ALGEBRIQUES
DES TRANSFORMATIONS LINEAIRES

Indice d’une transformation linéaire.

1. 1, Soit E un espace vectoriel sur le corps K qui peut étre,
soit le corps R des nombres réels, soit le corps C des nombres com-
plexes. Pour toute transformation linéaire T de E dans E, dési-

gnons par w(I) la dimension du nroyau —T'(O) (*), sous-espace de E
formé des solutions de ’équation Tx = o, et par u*(T) la codimen-
sion de I'tmage 'T(E) de E. Nous écrirons

w(T) =dimT(0), p*(T) = cod T(E).
Si nous envisageons, avec T, les transformations itérées de T,
nous avons :
—1 - —a
(0}eT(@)cT{o)c...cT(0)c...
E->TE)>TE)>...o5T(E)o ...
et, par conséquent, p(T*} > p(T) et p*(T") > p™(T).

(*) These soutenue Ie 2 déccmbre 1957, devant la Faculté des Sciences de Paris,
en I'absence du candidat. Voir Note de L. Schwartz 4 la fin du mémoire,

—1
(!} T étant une applicalion de E dans F, nous désignons par T 'application
réciproque de T définie dans ’ensemble des parties de F, et par T—! Papplication
inverse de T, quand elle existe, définie dans F,
t
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Nous appellerons indice de T la différence (T} = p(T) — p*(T),
déterminée {quoique finie ou infinie) sauf si p(T) = 20 et p*{T) = =
en méme temps.

Propriété iogarithmique.

1. 2. L’indice y(T) jouit d’une propriété logarithmique importante,
dont nous aurons souvent besoin, que F.V. Atkinson ({1} et [2]) a
étudiée dans des cas particuliers :

TREOREME. — Soient A et B deux iransformations linfairves de Uespace
vectoriel B dans lui-méme; on a:

+(AB) == y(A} + %(B)

lorsque U'un au moins des indices y(A) ef y(B) est fini.
Supposons d’abord y(A) et %(B) finis. Alors p(AB) est la dimension

du sous-espace —ﬁ[K(o)] , et Pon a:

() +(AB) = u(B) + dim [ A(0) n B(E) .

De méme p*(AB) est la codimension du sous-espace A[B(E)],
c’est-a-dire la codimension de A[B(E}] dans A(E), augmentée de la
codimension de A(E) dans E. La premiére cst égale a la codimension

de B(E) @ X(o), image réciproque de A[B(E)] par A; ¢’est donc que :

(2) $'(AB) = 4*(A) + ' (B) — w(A) + dim [ A(o) n B(E) ].
De {1} et (2}, on tire:
x(AB) = p(AB) —y*(AB) = u(B) — u*(A} — p*(B) + 1(A) = y(A) +x(B).

Dire que I'un des indices ¢{A) et (B) est infini, d’un signe quel-
conque, rcvient a dire que 'un des symboles p(A), w*(A), w(B),
w*(B) a une valeur infinie, les trois autres étant finis; (1} et (2) mon-
trent qu’alors un et un seul des nombres . (AB) et w*(AB) est infini,
et Pégalité précédente a encore un sens.

i. 3. Le théoréme précédent s’applique en particulier aux indices
de T et d’une quelconque de ses itérées, T". L’égalité 4(T*) = n 4(T)
est encore vraie lorsque %(T) est infini, ou méme indéterminé, en lui
donnant alors le sens que y(T") est indéterminé aussi.

Pour cela, nous avons d¢ja w(T") = u(T). Pour affirmer que
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»{T) ct p(T") sont finis ou infinis simultanément, démontrons le
lemme suivant :

Lemme. — Quel que soit Uentier positif n, on a
p(TY<Cr w(T) et W(T)<n w(T).
Le cas u(T) = est trivial. Supposons w(T) fini. Pour chaque a,

v —n
appelons M, un supplémentaire quelconque de T (o) dans T(o),

¢t montrons que Pon a dim M, <y, quel que soit z.
Le seul vecteur de M, appliqué sur o par T*~! est 0, et tout vec-

teur de M, appartient a '_I'{o), donc posséde un transformé par T~

-
qut appartient & T(o). 8i Pon avait dim M, > u, on pourrait trouver
un systeme libre de £ > u vectcurs de M,, soit fe.d, 1<i<k, et &
nombres «; non tous nuls tels que 'on ait :

k
i —A1

=

= {
les T*'¢; étant des vecteurs de T(0) en nombre & > (he
k

Posons x = ¥, a¢,. Nous avons T™'x =0 et x=£ 0, ce qui est impos-
F=—1

sible puisque x € M,. On a donc bien, quel que soit z, dim M, < .
Pour démontrer que p*(T") <7 pXT), on peut encore supposer
que p'(T) est fini. Appelons M, un supplémentaire de T"(E)
dans T"~Y(E), pour #2> 1. II faut montrer que dim M, <lp, ce qui
se fera par un raisonnement analogue au précédent.
Nous avons donc :

PROPOSITION. — Quel que soit DPentier positif n, on a toujours:
(1) == (1),
en entendant par ld que si Pun des deux membres est indéterming, Iautre Uest
aussi,
Si 4(T) est fini, ceci est une conséquence du théoréme 1, 2.;
st @(T) est infini, w(T) < p(T") et u(T9) est infini, donc $(T) = e
implique (T} = « =2 (T); de méme, lorsque 2/(T) = — =,

AT == =n 4(T);

enfin, si u(T) et w*(T) sont tous deux infinis, il en est de méme de
w(T") et de p*(T™).



3 MAURICE AUDIN

Invariance de P’indice.

1. 4. THEOREME. — Soit T une transformation linéaire de Uespace
vectoriel B dans lui-méme. Quelle que seit la Iransformation de rang fimt L,
on a:

w{T + L) = o(T),
en entendant par la, si Pun des deux membres est indélerminé, que I autre Dest
aussi.

Au lieu de considérer, en général, une transformation L de rang
quelcongue, il nous suffit évidemment de prouver notre assertion
pour le cas ot L est de rang 1, C’est-a-dire : Lx = xj{x}x,, x,€E,
x; étant une forme lincaire sur E.

—1 —1

Appelons H, Phyperplan xj{0) = L({o) et D, un supplémentaire

de H, dans E (donc une droite).
—1

2) si Hy>T{a) et x, e T(E), il existe x « Hy, tel que — Tx = Lx;
done, A, désignant le support de x,

(T4 L)(o) =T ®A, ou p(T+L)=uT) 4+,
et (T +L)(E) = (T 4+ L)(H,) ® (T + L) (A,) = T(H,),
donc (T +1L) = p(T) + cod T(H)) = *(T) + 13

on a bien

(T + L) = x(T);
) st Hyo "]"'(0) et x,¢ T(E), alors:

T+L)(0)=T(o) et wT+L)=y(T),
(T — L) (E) = T(H,) © (T + L) (D,)

et w1+ 1) = u(T) + cod T(H) — 1 = w(T);
done (T +L) = 2(T);

—1
¢) s1 Hy ne contient pas T(o), alors :

(T —}i L) (o) = :Fi(o) n H, donc w(T 4 LY = p(T) —1
et
(T+L)(E)y=TE)®L(E)} donc T+ L)=p"(T)—1

ct cnfin
2T + L) = (T).
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Yecteurs principaux,

1. 5. Selon I'usage, appelons vecteur principal de T toute solu-
tion non-nullc d'unc équation T'x = o. T étant une transformation
linéaire, il peut arriver que T"'n(o) = n’ﬁti)) pour un certain entier
n,. Dans ce cas, on aura Tn(o) e 'ﬁo) pour fout n > n, : sinon il
existerait un » e E, tel que T**'sx = 0 et T"x=£ 0, et le vecteur y = T«
satisferait aux conditions Ty =£ 0 et T™*'y = o, supposées incompa-
tibles.

Nous noterons v(T) le plus petit de ces nombres cntiers, §'il en
existe; sinon, v({I) sera + =, par convention.

De méme, nous noterons v*(T) le plus petit des nombres entiers
n, tels que T™(E) = T="(E), s’il en existe; sinon, v*(1) = » par
convention.

F. Riesz (1] a montré, quoiqu’cn ne ’énon¢ant que dans un
cas particulier, I'égalité¢ des deux nombres v (T) et v*{T) lorsqu’ils
sont tous deux finis, Nous allons la démontrer a partir de la propo-
sition sulvante, dont nous awrons besoin par la suite :

Prorosition. — St v = v(T) est fini, alors T(E) n T(o) = (o).
—1

Montrons d’abord que TY¥(E) n F'{0) = (0); dans le cas contraire,
il existerait une solution ¥, =~ o de I'équation Tx = o dans T'(E);
appelons x, une solution appartenant a T"~'(E) de Tx =x,; on a
T, = 0 et Ta, = x,, %, # 0; en général, nommons x, une solution,
dans TV"*'(E) de Tyx=x,_,, pour 2<v+1; on a T'x,=o0 et
T 'x, = %, =~ 0. Or, ccci est impossible puisque %,,, satisfait a
la fois aux équations T"'x,,, =0 et TVx,, =x,50, et que T(0)

——t

et T{o) ne seraient pas identiquecs.

Mais alors T"x = 0 ne peut avoir de¢ solution autre que o dans
TY(E), pour tout cntier #, ce gqui démontre la proposition.

1. 6. Nous avons maintenant le :

TuEorEME, — Soit T une transformation linéaire de Pespace vectoriel
E dans lut-méme; st les deux nombres +('T) et v*{('T'} sont finis, is sont égaux

et E est la somme directe de T'(E) et '_I:’(o).
Montrons que, st v(T} et v*(T) sont tous deux finis,

T*(E) n T(0) = (0).
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En effct, d'aprés la proposition 1. 5., si v(T) v (T), on a
THE) e TVE),

donc T(E) n 'i‘(o) cTHE) n '_I‘v(o) = (0); etsi, & l'inverse, v(T) 2=v¥{(T),

on a T"(E) = T*(E) donc T"(E) n T(0) = (o).
T est donc une application biunivoque de T”(E) sur T™(E).

Montrons que v(T) <v*(T): en effet, T* T 1(o)] est contenu
dans T (E} n 'IE(O) = (0), ce qui entraine nYI‘-!(OJ = 'f'(o), c’est-a-
dire v < v*.

Un raisonnement semblable conduirait & v* < v; on a donc bien
»W(T) = v¥(T). .

Enfin, soit x<E un vecteur quelconque; I'équation Ty = Tx
a une solution unique dans T*(E), soit 3. Posons ' = TY%; nous obte-

nons T"(x — #') = o, donc x—x' e ?{0). On a bien ¥ = &' 4 (x —4'),
2 e TY(E) et x—x'e?(o), quel que soit xe E. Et cette décompo-
sition de x est unique, puisque T'(E) n i?(o} — (o).

Transformations de type fini.

I.7. A certains égards, les transformations linéaires « les plus
simples » envisagées dans la suite dec ce travail sont celles qui véri-
fient : w(T) = p*(T) et W(T) = (T}, ces quatre nombres étant
finis. Convenons qwelles seront dites de fype fini. |

PROPOSITION. ~— Chacune des conditions suivantes est suffisante pour
gue T soit de type fini :

10 o(T) est déterminé, v(T) et v*(T) finis.

20 y(T) <L o est fini, v*(T) est fini.

3% »(T) 2> o est fini, vM(T) est fini.

Supposons vrai le 10 D’aprés le théoréme 1. 6., y(T) et v¥{(T)

sont égaux et E — T'(E) GBT‘"(O) (somme directe), On a donc
w(T%) = u*(T¥). Puisque +(T) est déterminé, 'un au moins des
deux nombres p(T) et p*(T) ost fini, donc aussi Pun au moins des
deux nombres u(T* et p*(TY), donc les deux, et I'on a »(T%) = o;
ceci entraine y(T) = o et p(T) = w*(T) finis. T est donc de type fini.

Supposons vrai le 29 On a, pour tout #, %(T*) =z %(T) donc
0 2 n y(T) = p(T) - pX{T) — p(T) — (T} si n2=v(T).
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Or, il en résulte quc w(T") ne peut croitre indéfiniment, puisqu’il
ne peut dépasser p™(IT¥). Donc on a w(T") = u(T"*') dés que =
est assez grand, c’est-a-dire que v(T) est fini. Nous nous retrouvons
dans le cas 1° et T est de type fini.

Raisonnement analogue pour ge.

ReMarQue. — Si V(T est fini, et si o < x(T) < », ou bien si
w1} est fini et 51 — 20 < 4(T) <o, T peut ne pas étre de type fimi.

Soit E un espace vectoriel possédant une base infinie dénombrable
{e,;,g. Soit I' la transformation linéaire définie par Te,=e¢, , pour
tout 7. On a évidemment :

@{T) = o, w(Ty=1, T)=0, T)=,.
Soit aussi T’ la transformation linéaire définic par T'¢, = o
et T'¢,,, = ¢, On a cctte fois :
w(T’) =1, w(T) =0, y(T'}) = =, vi(T') =0,

On remarquera que, pour ¢{T) = o, on a toujours v(T} = v*(T),
les deux membres ayant toujours la méme valeur, finie ou infinie.
ExempirE, — I étant 'identité dans E(x — x, quel que soit x e E),

la trangformation T =1 4 L est de type fini, quelle que soit la
transformation L linéaire et de rang fini. En effet, on a

(1) =3I + L) = »(I)
qui est nul, et les solutions des équations T"x = o, dépendent linéai-
rement d’un nombre fini d’entre clles, ce qui implique v(T) < e :
pour s’en assurer, on remarquera que, si 1"x = 0, on a x = Ax,
ol A est un polyndme en I. sans terme constant, donc x e L{E), et
la dimension de L(E) est finie par hypotheése,

T-chaines de vecteurs.

1.8. Désignons maintenant par E, le sous-espace nT"(E},

par T, la restriction de T a E,. n=A
Appelons T-chaine d’origine ¢, une suitc C = {e¢,{,., finic ou infinie,
telle que :

1° Te, = 0, Te,,, = ¢ pour i > 1.

2 Aucune autre suite de vecteurs satisfaisant au 1° avec méme
premier vecteur ¢, que € ne comporte plus de termes que €.

On appellera r-téme chatnon de C le vecteur e,, longueur de C lc
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nombre de ses termes. Toutes les T-chaines de méme origine (s'il
en existc) sont de méme longueur & cause de la condition 2°.

PROPOSITION. — Soit ¢, un vecteur quelconque de 'f(o),' il existe une
T-chaine d’origine e,, qui est de longueur infinie si et seulement si ¢, eE,.

Supposons d’abord qu’il existe un enticr m tel que ¢, € T*—'(L)
et ¢, & I™(E). Toute T-chalne qui aurait ¢, pour origine serait de
longueur au plus m, d’aprés 29. Appelons ¢, une solution de I'équation
T—'x = ¢,, et posons ¢ = T™%,; C = fe.! est une suite satisfaisant
19 et comportant m termes; c’est donc une T-chaine d’origine e,,
de longueur m finte.

Reste le cas des vecteurs appartenant a fous les sous-espace T™(E);
soit donc ¢, = E;; remarquons que T(E,) — E,, il existe donc une
solution ¢, ¢ E, de I'équation Tx=e¢,; si ¢,_, est un vecteur de E,
il cxiste de méme une solution ¢, E, de Iéquation Tx =e¢,_,.
I existe ainsi une suite satisfaisant 1° et infinic : elle satisfait néces-
sairement 2° et constitue une T-chaine d’origine ¢, de longueur

infinie.

1. 9. Convenons de dire que plusicurs T-chaines sont indépendantes

lorsque tous leurs chainons sont linéairement indépendants. Nous
i

allons construire unc base de 'T'(o), telle que les chatnons d’ordres
au plus 2 de T-chalnes ayant les vecteurs de base pour origines for-

)
ment des bases des T{o). Cette construction nous sera utile par la suite.
Dans ce but, démontrons le lemme suivant :

LeMmme. — Pour que plusicurs T-chaines soient indépendantes, il suffit
que leurs premiers chainons le soient. Si plusieurs U-chaines sont indépendantes,

—n

leurs (n+ 1)-iémes chainons somt indépendants de T(0), pour tout n.
Sotent ¢, 1<(j<(p, p vecteurs indépendants appartenant a
T(o), €;=1{é} . des T-chaines. Désignons par J, Pensemble des
indices j pour lesquels &; posstde un (k - 1)-iéme chainon. Il ne
peut y avoir de combinaison linéaire z des ¢/, , qui appartienne

k
T(o), sinon Pon aurait z = 3 %ei., avec des 4, non tous nuls et

JET,
T"z =0; on cn déduirait : 3 3T ,, =0, donc ¥ Xiel =0, ce
JET L JET;

qut est impossible, puisque les ¢f sont indépendants. Donc les T-chaines
C; sont indépendantcs ct leurs (k + 1)-iémes chainons sont indépen-
k

dants de T(o).
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1. 10. Grace A ce lemme, nous allons maintenant démontrer le :

TukorEME. — Soit T une transformation linbaire de Pespace vectoriel

E dans tui-méme. 1 existe une hase B = { ¢} fiel de Tl"(o) telle que, 51 C, est
une I-chaine d’origine ¢ pour chague v e\, les chainons d’ordre au plus n
des C, forment une base B, de :.["‘(0) pour tout n.

Construisons la base & de "F(o) comme 1l suit :

Les vecteurs de '_I"(o) n E, forment un sous-espace de "_[3(0); soit
Y., une base de ce sous-espace. Les vecteurs de 'hI‘i(o) n T*(E) forment
un sous-cspacc de '_I"(o) nT""Y(E} pour chague » > 1; soit ¥, une
base d’un supplémentaire quclconque de T’(o) n T"(E) dans
i‘i(o) nT"~*(E). Enfin, posons & == UEF,-; % cst unc base de 'i"l(o),
nommons {ef}[ﬂ ses éléments, | ét;;;lft un ensemble d’indices.

Posons encore ¥}, = US’, et appelons J, I’ensemble d’indices,
partie de [, tcl que les rcl‘;t;;ons ve Ji et g e & soient équivalentes.

Soient enfin £, 1el, des T-chaines quelconques avec ¢ e ..

Supposons que la propriété énoncée soit fausse 2 partir de I'in-
dice £ (= 2). Cest qu’il existe un vecteur de # e:fk(o) qui n’est pas

— k41
combinaison linéaire de vecteurs de T (o) et de chainons d’ordre .

Le vecteur T*~'x est pourtant une combinaison linéaire des vecteurs

de 9i; on a donc T*'x = 3 Weé, les ), étant nuls sauf au moins ["un
I‘.E.Tk
d’eux et au plus un nombre fini d’entre eux. Or, pour chaque & J;,

1l existe un e tel que I*~'¢, = ¢ donc on a : TF ix = 2 nTF ks

nous avons la une contradiction, car cela équivaut &3 ‘€
—k+1
A—2ne T (0),

IEJ&

supposée fausse.
Nous avons donc prouvé le théoréme énoncé, par récurrence

-1
sur &, & partir de #, = $ qui cst une base de T(o) par construction.
1. 11. CoNSEQUENCES, — Si 'V a une inverse & droite, elle n’a pas de

chaine finte.
Cect équivaut a p*(V)} = 0, on a p*(V") = o pour tout n, donc
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(V) = (V") =2y(V) =2p(V). Dautre part, V(E) =E donc
E =E, et V n’a quc dcs chaincs infinies,

Enfin, st v(T} est fini, T n'a pas de T-ckaine infinie. Au contraire
v(T) peut étre infini sans que T possede de T-chaine infinie. En ce

cas, w{I') est infini; considérons par exemple un espace vectoriel E
a base dénombrable {e},., et la transformation T définie par:

Te, =0
T82 == 0, Teg _ 82
Te, — o, Te; = ¢, Te, = ¢,

-------------------------------

On a bien +(T) = o, mais toute T-chaine est finie,



CHAPITRE 11

ETUDE DE LA CONDITION
DE RESOLUBILITE DE FREDHOLM

Définitions et notations.

2. 1. Soit E un espace vectoriel sur le corps R ou le corps C, et
E* le dual algébrique de E. Donnons-nous un sous-espace quelconque
G de E*. Les hyperplans dans E qui possédent une équation dc la
forme :
=0, yeG,

seront appelés G-iyperplans el nous désigherons leur famille par #(G).
Nous emploierons encore les notations J(G), ¥(G), pour désigner
respectivement la famille des intersections de G-hyperplans et la famille
des ntersections finies de G-hyperplans. Soit E, Pintersection de tous
les G-hyperplans; la relation E, = (0} exprime que E et G sont ¢n
dualité, par la forme bilinéairc canonique (x, 3) — (x, »); enfin,
E/E, et G sont toujours en dualité,

Nous emploicrons la notation %(G) pour désigner l'ensemble
des transformations linéaires de E dans E qui ont la forme

Lx= Y {x, v0%, xeE, 3eG.

i=1

2.2. Soit F un sccond espace vectoriel, sur le méme corps de
coefficients que E, et B(x, »} une forme bilinéaire sur E X F, Lorsque
B satisfait 2 la condition suivante :

D. — Pour chagque ye T différent de o, il existe un xe E tel que
Bz, 0) o,

la donnée de F et B revient a la donnée d’un sous-espace G de E*;
en effet, F est isomorphe a I'espace vectoriel des applications ¥ = B(x, 3},
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yeF, ct celui-ci 2 un sous-espace G de E*, avec de plus identification
de B(x, ) sur E X F et de la forme bilinéaire canonique {x, »}
rcstreinte 2 E X G.

Quand la condition D est aussi remplie lorsqu’on échange les
roles de E et de F, E,; se réduit a (o) ct par suite E et I sont mis en
dualité par B(x, »), comme E et G par (x, y). Nous renverrons a
Pouvrage de N. Bourbaki ({2}, p. 48 et suivantes) pour les résul-
tats que nous utiliserons sur les espaces en dualité,

Lorsque la condition D n’est pas remplie, on peut considérer le
sous-espace F, de F défini par :

B(x, ) =0  lorsque xekE;
alors F/F, et E/E, sont en dualité.

EXEMPLES.

2. 3. Commc cxcmple relatif a la définition donnée en 2. 1.,
considérons un espace vectoriel E quelcongue, et son dual algébrique
E* tout entier. Dans ce cas, #(E*) contient tous les hyperplans dans
E, J(E*) tous les sous-espaces de E, J(E*) tous les sous-espaces de
codimension fime, %(E*) toutes les transformations de rang fini
de E dans E. Enfin, E;, — (0} : il est bien connu que E et E* sont
mis en dualité par (x, ).

Supposons que E soit muni d’une topologie - compatible avec
sa structurc vectorielle, dans laquelle E. soit le dual topologique
de E, que nous considércrons comme un sous-espace du dual algé-
brique E*. Nous dirons que v est compatible avec G pour exprimer que
G est identifié au dual El. Rappelons que E; ne se réduit pas tou-
jours a (o) dans ce cas, c’est-a-dire que E et E; ne sont pas toujours
en dualité; en particulier, i existe des espaces vectoricls topologiques
tels que B = (o), donc {x, ) — o sur E X E., et E, = E (voir
par exemple N. Bourbaki, [1], p. g0).

Topologie <(Q).

2. 4. ProrostTioN. — La famille des topologies sur E, compatibles
avec G, n'est pas vide, et sa borne inférieure (G) est localement convexe.

Soit ¢ = ¢(G) la moins fine des topologies sur E rendant continues
les formeslinéaires x = (x, ), y € G. Les coscmbles V( 3y, 35, ..., Juja)
formés des vecteurs xeE tels que [(x, 3)]<Cea, ol 3eG,
n entier, x> 0 quelconque, forment un systéme fondamental de
e-voisinages de o dans E. Cette topologie est donc localement
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convexe, séparée ou non selon que le sous-espace E, est ou n’est pas
réduit a (o}, puisque E, est visiblement la s-adhérence de o dans E.

Montrons que ¢ est compatible avec G; on a évidemment G ¢ E/
par définition. Démontrons que I'on a E, = G, Soit x— f(x)} une
forme linéaire s-continue. La topologie ¢ est définie par I'cnscmblc
dc scmi-normes :

Sup [{x, 33, %G, = entier.
e
On a donc : |f (%)< Sup (%, 35|
167

pour un nombre fini # de points », € G; par conséquent les relations :

<x,)’;>=0, Iéi“"\<\”7
entrainent : f(x) = o.

Il existe donc une combinaison linéaire y des 3, 1<{i<n, tellc
que f(x) = (x, -

2. 5. D’aprés la relation E, = G, les topologies 7{G) et s(G')
sont effectivement différentes lorsque G et G’ sont différents; ¢ {G)
est moins fine que ¢(G'} lorsque Ge G'.

Il résulte ausst de la définition de s (G) que cette topologie coin-
cide avec la topologie ¢(E, G} de N. Bourbaki [2] lorsque E et G
sont en dualité; dans tous les cas, la topologie quoticnt dc ¢(G)
dans E/E, est identique a la topologie sy (G) que 'on peut définir
de la méme manitre sur E/E,, laquelle o’est autre que la topologic
localement convcxe séparée o(E/E,, G).

Les G-hyperplans sont les hyperplans s-fermés; ce sont les hyper-
plans «-fermés dans chaque topologie « compatible avec G: st # e (G)
il a une équation {x, 3> = 0, ol ye G, donc est s-fermé, et méme
-fermé lorsque v est plus fine que o; si H est t-fermé, il a une équation
{x, ) =0, ou yeEl =G, donc He#HG).

De la relation E. = G définissant les topologies = compatibles
avec G, on déduit aussi que £(G) est la famille des transformations
de rang fini t-continues pour chaque topologie « compatible avec G,
en particulier pour s(G).

Intersections de G-hyperplans.

2. 6. Les intersections de G-hyperplans sont exactement les sous-
espaces 3(G)-fermés, puisque o(G) est localement convexe; ce sont
les sous-espaces qui ont la propriét¢ d’étre fermés dans toutes les
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topologies compatibles avec G. Enfin, ils contiennent tous E,, inter-
section de tous les G-hyperplans,

En général, on ne peut affirmer qu'un sous-espace de E, qui est
-fermé pour une topologie = sur E compatible avec G, et qui
contient le sous-espace E,, soit une intersection de G. hyperplans.
En effct, il existe des espaces vectoriels topologiques qui sont en
dualité avec leur dual topologique, sans pour autant étre localement
convexes séparés; c’est ce qui se produit par exemple avec les
espaces L7, o <{p < 1.

Au contraire, si =, compatible avec G, est localement convexe
séparce, il est clair que tout sous-espace t-fermé est une intersection
d’hyperplans r-lermés, c’est-d-dire de G-hyperplans; de méme, si
1 est compatble avec G, et si la topologie quotient de : dans E/E,
est localement convexe séparée, tout sous-espace -fermé de E,
contenant E;, est une intersection de G-hyperplans.

Si E est somme directe topologique dans unc topologie « de deux
sous-espaces M et N, nous écrirons

E=M@N.

Nous dirons que chacun des cspaces M et N est t-supplémentaire
de Pautre. En ce cas M et N sont z-fermés; mais cette condition ne
suffit pas, si E n’est pas métrisable et complet.

ProrosiTioN, — Soit © une lopologic compatible avec G. Tout sous-
espace de E, contenant B, et possédant un <-supplémentaire dans E est une
wntersection de G-hyperplans.

S1 M est de dimension finie pour que l'on ait E =M @ N,
il faut et suffit que N soit =~fermé (N. Bourbaki).

Soit N un tel sous-espace, M un z-supplémentaire de N dans E;
montrons que, pour tout ¥, € M autre que o, il existe un hyperplan
t-fermé contenant N et ne passant pas par x,: en effet, x, ¢ N, donc
x, ¢ Eq; 1l cxiste un H, e #6(G) ne passant pas par x,; soit (x, %) =0
une équation de H,, (x, ») 0. P déignant la projection
t-continue de E sur M parallelement 4 N, (Px, 5,) = (1, %)) avec
un ;e G, car (Px, y) définit une forme r-continue sur E, telle
que f(x) = o sur N et f(x,)£Ao0; Péquation (x, 3 = o définit
un hyperplan H{ passant par N sans passer par x,.

Or N est P'intersection des Hj lorsque x, parcourt tout M. En
effet, soit x un vecteur quelconque de E n’appartenant pas & N; le
vecteur P =~ 0 appartient 2 M et 1l existe un des hyperplans en
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question passant par N, en particulier contenant x — Px, et qui
ne comntient pas Px, donc ne passe pas par x = Px 4 (x — Px).

THEOREME. — Soit N un sous-espace de codimension fimie dans E.
Pour que N soit une intersection de G-hyperplans, il faut et il suffit que N
soit fermé dans E pour une topologie compatible avec G; (il est alors fermé
pour toute topologie compatible avec G),

Supposons que N soit t-fermé, ¢ étant compatible avec G, et de
codimension finie n. Tout supplémentaire algébrique de N est alors
un -supplémentaire (voir N, Bourbaki, [1], p. 28); soit M un tel
sous-espace de E, _!e,-}, 1<% n une base de M,

Pour tout i, appelons H; le sous-espace de E somme directe de
Netde[e, ..., e._yy €y1y 0y 6]; H; est r-fermé dans E ct de codi-

mension 1, donc est un G-hyperplan; N = nH,-eJ’(G}.

=1

2. 8. ProrosrtioNn. — Soit M un sous-espace de E de dimension n.

(1) Ey -+ M est une intersection de G-hyperplans.

(2) Si M est indépendant de E,, et si §x}, 1<{i<(n, est
une base de M, il existe n vecleurs indépendants y e G, fels que
(% Jp) = 8y

Démontrons (1} : soit M’ un supplémentairc quelcongue de
MnE, dans M; M+ E, =M @ E, est o(G)-fermé dans E car
E; est ofermé et M' de dimension finie, Donc M + E, e J(G).

Démontrons (2} : d’aprés (1), quel que soit le sous-espace M,
de M, E; -+ M, e3(G). Soit M, ={x,, ..., x._,, %,.,, ..., %,]. Chaque
sous-espace M, + E, e J(G) et ne contient pas x. Il existe donc =
G-hyperplans H, tels que x,¢H, et M, + E,e H; ceci équivaut a
Iexistence de z vecteurs G tcls que {x, »)> = 3,, ces relations
impliquant d’ailleurs Pindépendance des y.

TuforEME, — Soit M un sous-espace de L de dimension finie, ef +
une topologic compatible avec G. Pour que M posséde un <-supplémentaire
dans B, il faut et il suffit qu’il soit indépendant de E,.

Suffisance : d’aprés la proposition précédente, si M n E, = (o),
et si {xi}, 1<t n est une base de M, il existe n vecteurs y e G,
tels que (x, ¥ — 3;; donc les équations {x, y) =0, 1 Lin,
définissent un sous-espace N dc E, de codimcnsion n, :-fermé, tel
que M n N se résutse & (0); N est donc un -supplémentaire de M.

Nécessite¢ : si M est de dimension finie » dans E et posséde un
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-supplémentaire N, celui-ci est <-fermé et de codimension z, donc
appartient 2 3'(G) ; il contient E,, ce quiimplique M n E; c M a N = (0).

REMARQUE. —— Soit E un espace vecioriel topologique, B, [intersec-
tion de tous les hyperplans fermés dans E. Pour que tout sous-espace de E de
dimension finte ait un supplémentaire topologique dans B, il faut et il suffit
que B, se réduise & (o). Cette condition peut se trouver remplie sans que E
sott localement convexe séparé.

G-transposée d’une transformation linéaire.

2, g. Nous considércrons maintenant des transformations linéaires
de E dans E ct de G dans G, associées par couples (T, U). Provisoi-
rement, nous utiliserons la notation y(T, U) pour la différence
k(T) — ¢(U) entre les dimensions des noyaux de T ct U; »(T, U)
est donc déterminé seulement si ¢(T) et (U) ne sont pas tous les
deux infinis, et peut alors prendre les valeurs entiéres des deux signes,
la valeur + % et la valeur --- 0,

Soit T une transformation linéaire de E dans E; pour qu'il existe
une transformation linéaire T’ de¢ G dans G, que nous appelerons
alors G-transposée de 'T, telle que :

{Tx, y) = {x, T'y pour tout xe E et tout yeG,

il faut et il suffit que la condition suivante soit remplie :
T. — Pour chaque y e G, il existeun 7 G, tel que {Tx, ) = {(x,2) pour
fout x < E.,

En effet, supposons quc deux vecteurs z, et 2, de G satisfassent 2
celle relation pour le méme ye G; le vecteur z, — 2, la satisferait
pour oe G, ce qui contredirait D (2. 2.},

I’énoncé T constitue précisément une condition nécessaire et
suffisante pour la s-continuité de T; en effet, il exprimc que Pappli-
cation x - {¥%, y}, ve G, composée de x — Tx et x = {(a, »), peut
s’écrire ¥ - (%, z) avec un 2 e G, cc qui dquivaut a sa s-continuité;
et la g-continuité¢ de toutes les applications x — (Tx, ) quand y
parcourt G cst équivalente a la ¢-continuité de T {voir N, Bour-
baki [1], p. 20).

Prautre part, s1 T est t-continue dans une topologie r compatible
avec G, les applications ¥ — {Tx, ¥ sont t-continues, donc s’écrivent
x -~ (x, 7) avec e E. = G; il en résultc quc T est satistaite, et 1a
transformation T cst G-transposable. Enongons-le :
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PROPOSITION. -~ Les iransformations G-transposables sont exactement
les o (G)-continues; si = est compatible avec G, elles comprennent toutes les
--continues.

2. 10. Considérons en particulier Ic cas o1 G == E*, Alors, quelle
que soit la transformation linéairc T de E dans E, les applications
x> (Tx, ), ye E*, sont des formes linéaires sur E, donc s’écrivent
x—>(x, 2), 2« E* toute transformation lindaire est donc {E*)-continue
ct E*transposable, fait bien connu cn algébre; la transposée T*
est appelés fransposée algébrique de T,

Dans le cas général, G cst un sous-espace dc E* et la condi-
tion T pecut s’cxprimer simplement de la fagon suivante :

THG) e G.

PROPOSITION., — Pour qu’une transformation linéaire T de E dans E
sott G-transposable, il faut et il suffit que Uimage de G par sa transposée algé-
brigue soit contenue dans G. La G-transposée de T est alors la restriction
2 G de sa transposée algébrique.

Plus généralement, si T a une G-transposéc T’ et si G, <G, la
condition pour que T soit G,-transposable est que T{(G) cG,, et
la G -transposée de T est la restriction a G, de T

Enfin, remarquons que, si T est G-transposable, T(E,) c E,.
En effet, soit xe E;; {x, ) = 0 pour tout ye G, donc

<Tx> ) = <A‘, Ti) =0

pour tout ze (G, et Tx est bicn un vecteur dc E,.

Condition de Fredholm.

2. 11, Solent T une transformation Hnéaire de E dans E, U une
transformation linéaire de G dans (3; nous direns que Z couple (T, U)
est normal si la condition suivante est satistaite par les équations Tx = @
et Uy = o, écrites dans E et dans G respectivement :

N. -— Léguation Tx = &, @ e E, a une solution au moins dans T si
et seulement st < vérifie la condition suivante: (&, y> = o chaque fois
que Uy = o,

N équivaut aux deux conditions :
— qucls quc soient ¥ T(E) et ye U0}, {n, ») = o0
— quel gue soit _yeﬁ(o), on a {x, ¥y = o, alors xe T(E).

2
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Lorsque U = T, on a toujours par ailleurs: 1

— 51, quel que soit xe T(E}, on a {x, ¥) = o, ulors y e T’{(0).

La condition N a d’abord été énoncée par 1. Fredholm comme
un résultat de I’étude de ses équations intégrales, puis vérifiée pour
des transformations particuliéres (lices simplement aux transforma-
tions compactes) et lcurs transposées dans les espaces de Banach;
dans ces espaces, elle a la forme géométrique suivantc : limage de
tout Uespace est fermée dans Uespace.

PROPOSITION. — Soit T une transformaiion lindaire de E dans E;
pour qu’il existe une transformation lindaire U de G dans G, telle que (T, U)
soit normal, il faut et il suffit que 'T(E) e 3J(G).

S’il existe une telle transformation U, il est clair que T(E) est
défini par les équations {x,y} = 0, ye Ul(o) c G, done T(E) € J(G).

Au contraire, si T{E) € J{G), ce sous-espace de E est défini par
des équations {x, 3y =0, »eG, 1el, 1 étant un ensemble
d’indices. Soit N un supplémentairc, dans G, du sous-espace M ={ 3], ;
de G. Définissons une transformation U :

(Ux-—-o si xe M,
co5=UxeN si ostxeN,
'U linéaire dans G,

Cette transformation U est bien une transformation linéaire
formant avec T un couple (T, U) normal.

En particulier, d’aprés le théoréme 2. 7., on voit que, sz p*(T)
est fini, pour qu'il existe U ielle que le couple (T, U) soit normal, il faut
et il sufit gue T(E) soit fermé dans une topologie compatible avec G.

2. 12, Soit T unc transformation possédant une G-transposée T,

Les équations {x, y) = 0, ol1 y parcourt ’f’(o) dans G, sont les
équations des G-hyperplans qui contiennent T(E). Il en résulte que,
si (T, T} est normal, T(E) est une intersection de G-hyperplans;
et si T(E) e J(G), il est identique 4 I'intersection de tous les G-hyper-
plans le contenant, donc (T, T’) est normal :

THEORBME, — Supposons que T soit G-transposable. Powr que (T, T")
soit normel, i faut et tl suffit que Pon ait T(E) e J(G).

Toute transformation linéaire de E dans E est E*-normalc. §i <
est unc topologie compatible avec G, et si T est t-continue, (T, T")
est G-normal si et seulement si T(E) est une intersection d’hyperplans
s-fermés.
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Enfin, cctte propriété se réduit a la propriété pour T(E) d’étre
fermé dans E forsque t est localement convexe el séparée, puisqu’alors tout
sous-espace fermé est une intersection d’hyperplans fermés (N. Bour-
baki [1], p- 74) ou lorsque, « étant quelconque, lo nombre w*(T) est
fini (théoréme 2. 7.).

2. 13. Lorsque (T, U) est normal, 4({T, U) n’est pas quelconque :

Lemme. — Soit (T, U) un couple normal; on a: p*(T) = nU),
done y(T, U) = (T).

Si (T, U) est normal, on a évidemment u(U) < p*(T) car p*(T)
est la codimension de T(E), et u(U) le nombre minimum de G-hyper-
plans nécessaires a définir (par leur intersection) ce sous-espace
T(E). Si p*(T) est fini, u(U) lest donc aussi.

St w({U) est fini, T(E) est de codimension finie et s-ferm¢ dans E
donc w(U) = p™(T). En particulicr, p*(T) est fini.

Si p(U)} = ¢, p*(T) = « aussi puisque nous avons v que
w(U) < wX(T).

TuEoREME. -— Soit T une transformation Linéaire de K dans E, ayant
une G-transposée 'T'. Si Uun des nombres u(T') et p*{'T) est fini, une condi-
tion nécessaire et suffisante pour que (T, T') soit normal est leur égalité,

Nécessité : si (T, T’} est normal, on a p*(T) = w(T') d’apres
le lemme précédent, puisque (T, T') cst un couple normal.

Suffisance : si p*(T) ou p(T") cst fini, leur égalité exprime que

Ti’ (0) = T*(0) dans E*; en eflet, (T, T*) est toujours un couple
normal, donc u*(T) = w(T*) d’aprés le lemme. Or, ceci montre
que T(F) identique a l'intersection des hyperplans {x, ») = 0, ou

yeT*(o) est donc une intersection de G-hyperplans, et (T, T") est
alors G-normal d’aprés le théoréme 2. 12.

CoroLLaRe. — St (T, T°) est normal, 4(T, T') = 4(T).

Transformations binormales.

2. 14. Nous dirons que Ze couple (T, U) est binormal lorsqu’il est
normal, ¢t quc la condition N cst cncore remplie quand on y échange
les roles de T et U; autrement dit :

N, — L’égua.twn Uy =¥, ¥ € G, a une solution au moins dans (= si
et seulement si b vérifie la condition suivante : (x, b = o chaque fois que

Ux = 0.
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N’ équivaut encorec aux 2 conditions :
— quels que soient xe:I!(o) et ye U(G), &, »y = 0,
— s1, quel que soit xe_Ti(o), on a {x, ¥, = 0, alors y e U(G).
Si U=T, on a toujours, par ailleurs :

— si, quel que soit y e T'(G), on a {x, ) = o, alors x e'f(E,,).

Nous dirons qu’une fransformation linéaire T de E dans E est G-binor-
male (ou simplement binormale $'il n'y a pas de risque de confusion)
lorsqu’elle est G-transposable et que (T, '} est binormal.

ProrostrioN. - St (T, U} est un couple binormal, Uimage par T
de tout G-hyperplan est une intersestion de G-hyperplans
T[#(G)] = 3(G).

Soit He #(G); H a une equauon (x, ¥ = 0, yeG.

a) si H ne contient pas le noyau T (o), celui-ci n’est pas réduit a
(0}, et H posséde un supplémentaire D dans E qui est contenu dans
i

T{(o). Par conséquent, d’aprés la proposition 2. 12.

T(H) = T(H + D) = T(E) e }(G).

b) si H:Ti(o),yeU(G) pusque {T, U} est un couple binormal;
il existe un ze G, tel que Uz =y, et (¥, 2} = o définit un G-hyper-
plan H,; les rclations xeH ct TxeH, sont équivalentes, donc
T(H) = T(E) n H, e {G)} comme T(F) et H,.

THEOREME. — Soit T une transformation G-transposable telle que
(T, T'} soit normal. Pour que T soit G-binormale, it faut et il suffit que
Pimage par T de tout G-hyperplan soif une intersection de G-hyperplans :

T[#{G)] < G).

Nécessité : elle résulte de la proposition précédente, car si T est
la G-transposée de T, le couple (T, T’) est binormal, donc

T[#(G)] « HG)-

Suffisance : supposons que T soit G-normale et que la condition
du théoréme soit remplic; soit e G, tel que (x, ) — o s1 Tx = o;
I'équation <{x, &) = o définit un G-hyperplan H qui contient

i‘!(o), et T(H) est de codimension o ou 1 dans T{E). Il cxiste donc
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un G-hyperplan H, tel que T(H) = T(E) n H,; soit {(x, 2) = o,
ze G, une équation de H; la relation x e H équivaut a {(Tx,2) =0
donc a (x, 'I"z) == o. Par suite, & et T'z sont colindaires duns G,
et be T'(G). Le couple (T, T’} est donc bien normal.

On cn obticnt aussitGt : foute transformation linéuire de E dans F
est E*-binormale.

2. 15. THEOREME. — Soit T une transformation G-binormale de F
dans E, On a:

10 T[J(G)] < H(G).

20 TI¥(G)| cV(G} s p(T") est fini.

3° TIHG}] c HG) si w(T) est firi.

Munissons E de la topologie ¢ = 3(G).

Soit d’abord NeJ(G); N est de codimension finie ot g-fermé
dans E; Nn'f (0) a donc un supplémentaire M dans 'It’(o), qui
cst de dimension finie; donc N’ = N + M e ¥ (G) N’:Ts(o) et
T(N') = T(N). _,

Puisque N’ = T(0), N’ peut se définir par m équations (x, y,) = o,
indépendantes, on 3, e T'{G); ces m équations sont donc équivalentes
a m équations (Tx, &) =0, 2,eG, qui définissent T(N’') comme
intersection de 7 G-hyperplans ¢t de T(E). Donc T(N) = T(N') € J(G)
et méme T(N) e J'(G) si w(T) < 0.

Si w(T) < @, le méme raisonnement peut étre fait avec N e J(G),
M étant cette fois de dimension finie, non plus grice & Ia codimension

de N, mais parce que :ll(o) est de dimension finie; N' = N + M

—1
est encore g-fermé, donc appartient & 3(G) et contient T(o). An lieu
de définir N' par m équations, on pcut alors Ie définir par une

famille d’équations dec puissance infinic si nécessaire. On a done
aussi T(N) = T(N') e J(G).

2. 16. Le théoréme précédent nous permet d’étudier les condi-
tions dans lesquelles les produits de transformations binormales
sont binormaux.

THEOREME. — i A ef B sont deus transformations linéaires G-binor-
males de E dans ., et 5i Pun des deux nombres 4*(B) et w(A) est fini, AB
est encore (-binormale,

Puisque A et B sont G-transposables, elles sont ¢(G)-continues;
AB est par conséquent o(G)-continue, cest-a-dire G - transpo-
sablc,
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B est G-normale, donc B(E) e H(G); si p*(B) << =, B(E)e¥(G)
et A[7(G)]1<J(G) d’aprés 2. 15., donc [AB](E} e }{(G); si w'(B)
est quelconque, mais w(A) < o, A[J(G)1 < HG) toujours d’apres
2. 15., donc [AB](E) € 3(G). Dans les deux cas cités, (AB, B'A’)
est donc normal.

AB est méme G-binormale, car si H e 36(G), B(H) « J(G), donc
[AB](H) e J(G) et AB est G-binormalc.

COROLLAIRE. — Toutes les itérées d’une transformation G-binormale
d’indice déterminé somt G-binormales.

En effet, dire que Iindice de T est détcrminé revient a dire que
I’un des deux nombres u(T) et p*(T) est fini, ce qui se conserve pour
les itérées successives, et le produit T(T*~') est G-binormal pourvu que
T et T~ le soient, n entier. On obtient le corollaire par récurrence

sur 2.

2. 17. TatoriMeE., — Soit T une transformation linéaire G-binormale
de E dans E. Quelle que soit LeX(G), la transformation T 4 L est

G-binormale.
Tout d’abord, T et L sont G-transposables, donc T -+ L Uest

aussi. 1
Puisque L e¥(G), N = L(0) e J(G), donc T(N) e 3(G) d’apres
2. 15. N a un supplémentaire M dc dimension finie et [T 4+ L](M)
est de dimension finie; ainsi [T + L](M) n T(N) a un supplémen-
taire N’ de dimension finie dans [T + L](M), et

[T + LI(E) = T(N) & N';

puisque T(N) € 3(G) est o-fermé ct N’ de dimension finie, 1l en résulte
que [T + L](E) est o-fermé, et [T + L](E) € J{G). Lc couple (T + L,
T/ 4 L) est donc normal.

Soit He #(G); si HoN, on peut remplacer E par H dans le
raisonnement précédent, et [T + LJ(H) e 3{(G); si H ne contient
pas N, NnHeJ(G) et NnH a un supplémentaire M de dimen-
sion finie dans H, et Pon peut reprendre lc raisonnement précédent
en remplagant E par H et N par NaH, puisque TV (G)] < J(G).
Done [T + L](H) e 3(G), quel que soit He#(G), et T + L est
G-binormale.

ExeMpLE. — Les transformations de la forme T =1-—L, L e £(G),
sont toutes G-binormales.
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Homomeorphismes binormaux.

2, 18, Envisageons un cas particulier :

Tatoreme. — Soit T un homomorphisme de ¥ sur T(E), dans une
topologie v compatible avec G; dans les deux cas suivants:

19 ¢ est localement convexe séparée, el T(E) est +-fermé dans E,

20 T(E) a un t-supplementaire, la transformation T est G-binormale.

Soit y € G, tel que (x, ) = o si Tx == 0. L’application z—{x, 3
pour 2 = T'x est une forme linéaire continue sur T(E), puisque T est
un homomorphisme; dans les deux cas cités, cette forme pecut se
prolonger a tout E de fagon continue, et si ¥ — {x, ») est un tel prolon-
gement, ' = T'y.

On retrouve ainsi le résultat connu défa cité :

Soit E un espace vectoriel topologique localement convexe, métri-
sable et complet (espace de Fréchet). Toute transformation linéaire
continue T, telle que T(E} soit fermé dans E, est binormale.

T-chaines d’une transformation binormale.

2. 1g. Certaines solutions de I'équation Tx — o peuvent appartenir
au sous-espace E, dans E, qui est "intersection de tous les G-hyper-
plans; ces solutions ont des propriéiés particuli¢res, lorsque T est
binormale. Démontrons d’abord le lemme :

LemMmeE, — 8t T est binormale et w(T) fim, T appligue E, sur lui-
méme.

En effet, E, = J(G) donc T(E,) € }{G) et nous avons déja vu que
T(E,) « Eq; ainsi T(E;) = E,.

ProposITION, — Soit T une transformation binormale, avec u(T) fint.
Toute solution non nulle de Iéquation Tx —= o appartenant & E, est Porigine
d’une ‘T-chaine infinie.

En effet, T(E,) = E,, donc T"(E,) = E,, quel que soit n, et

ﬂ T*E,) = E,. Si donc I, désigne la restriction de T a4 E,, T, a

une inverse a droite et n’a que des T-chaines infinics, ce qui prouve
que les zéros de T appartenant a E, sont erigines de T-chaines infinies.

ReMARQUEs. - 1 Si T cst unc transformation binormale avec
w(T) fini, il est donc illusoire de tenter de faire disparaltre ces zéros

—1
par passage au quotient de E par le sous-espace T (o) n E,, Dans
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ce quotient, T a ecncore le méme nombre de z€ros appartenant aw
nouveau sous-espace Ei.

—1
2¢ Pour toute transformation LeX{G), L{o)ed(G) donc
—1

L(o)oE;, et T + L a les mémes zéros que T dans E,. 8t T est binor-
male, d’indice fint et w'a pas de zére dans By, il en est de méme de T et de
T — L.

2. 20, THEOREME, S'az't T une tmmformation binormale d’indice fint

Soient R et B deux bases de T(O) ef T'( (0), engmdmnt par leurs chainons

d’ordre au plus n des bases B, et R, de T(o) et T’(o)
Alors, pour chagque n, le nombre des vecteurs de %, appartenant 2 des
T-chaines finies est égal au nombre de vecteurs de B, appartenant d des T'-chaines

Jinies.
Soit de nouveau E, = n T*(E), T, la restriction de T & E,;

appelons o{T) la dimension de T(o) n E; qui est aussi
w(T) = p(T,) = «{T,) car T.(E,) =E..
Pour tout 7, on a:
(T = 4 (T} = ny(T,) = nu(T).

Appelons aussi 7,(T) le nombre des vecteurs de &, qui appartien-
nent 4 des T-chaines finics. Nous savons que, dés un certain m, on a :

ru(T) = r,(T) = 1
(7. (T) = (T) =+’
Or, #. ct ®, étant des bases de 1(0) et T'(0), et puisque
+{(T*) = «{T" T'"), on a:
(a) 2 (T?) = w(T"} + 7T} — (T} — 7 (T")
pour tout entier n. On en déduit Pégalité :
(6) nlo(T) —o(T)] =ny(T) —(—7) pour azem.

Par conséguent :

51 n_>m.

© o
¢ ,.
o(T} —o(T') =% (T).
Enfin, de (a) ¢t {¢), on déduit aussi, pour tout n = o cette fois :

(T) = (T
@) (T (T = (T

égalités qui se traduisent immeédiatement par 'énoncé du théoréme,



CHAPITRE 1II

N. — TRANSFORMATIONS

3. 1, Celte secuon concerne un certain nombre de « décomposi-
tions » d’une transformation linéaire T, comme somme de deunx
termes U et L, considérés comme plus simples que T; par exempie,
U ne possédera pas de U-chaine finie, ou bien U aura une inverse
a gauche, ou a droite, ou bilatére; L sera une transformation de rang
fini; dans d’autres cas, une topologie étant donnée sur 'espace E,
L sera une transformation compacte, ¢’est-a-dire une transformation
continue qui donne d’un certain voisinage de 0 unc image compacte.

F. Riesz ([1], voir aussi [2]) a fait la théorie des transformations
compactes dans un espace de Banach {ou transformations « comple-
tement continues »); c’est en partant de cette théorie que 3. N.
Nikol’skir [1}, Gohberg [1 ct 2] F. V. Atkinson [1]} ont établi
successivement, pour ’espace de Banach, des théorémes de décom-
position que nous allons généraliser.

Nous utiliscrons pour ces extensions les résultats sur les trans-
formations compactes, analogues a ceux de F. Riesz, obtenus récem-
ment par J. Leray [1] pour les espaces localement convexes, puis
étendus par J.H. Wilhamson {1].

D’autres de nos théorémes seront nouveaux, méme pour I’espace
de Banach (transformations de Riessz, décompositions correspondant
aux T-chaines finies).

Définitions et notations,

3. 2. Etant donné un sous-espace G du dual de E, unc transfor-
mation T dc E dans E sera appelée N-transformation relative a G
lorsqu’elle est binormale, d’indice fini, et que son noyau est indé-
pendant du sous-espace E;. Autrement dit :

1° T posséde une G-transposée 17,
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2° I’équation Tx = q, ae E, posséde une solution au moins dans
E, si et seulement si {a, ») = 0 pour loute solution dc T’y = o
dans G,

3° I'égquation T’y = b, se G, posséde une solution au moins
dans G st et seulement si {x, 5y = o pour toute solution de T# = o
dans E,

4° le nombre u(T) des solutions indépendantes de Tx = o dans
E et le nombre p{T} = y*(T) des solutions indépendantes de
T’y = o dans G sont finis,

5° pour toute solution non nulle de Tx = o dans E, il existe un
yeG tel que (x, 3)==o0.

Les conditions 1° 4 59 expriment que 'I' est une N-transformation
dans le langage de la théorie des équations; elles ne sont pas symé-
triques, a cause de 59, parce que la condition analoguc pour T'y = o
cst remplie automatiquement, G étant un sous-espace de E*; ¢’est-a-
dire que D (2. 2.) est remplic par la forme bilinéaire {x, ¥) sur E x G.

Les conditions 12 & 4° entrainent T(E,) = E, (2. 19.). La con-
dition 5° peut donc étre remplacée par la suivante :

5¢ d1s. — T’ applique biunivoquement le sous-espace E, sur lui-
méme.

La condition 5° est toujours rcmplie lorsque E, = (0) en parti-
culier si G = E*, Elle I'est aussi lorsque T est de type fini (1. 7.)
et binormale (conséquence de la proposition 2. 19.).

Les transformations T et T® sont des N-transformations en méme
temps, d’aprés la proposition 1. 3. (elles sont d’indices finis en méme
temps), le corollaire de 2. 16. {elles sont binormales en méme temps)
et la forme 5° bis de la derni¢re condition; il est évident, d’apres
la définition méme des chaincs cn 1. 8., que si I'une des transfor-
mations I” n = o, posséde une chaine finie, il en est ainsi de toutes
Ies autres.

De méme, les transformations T et T + I. sont des N-transfor-
mations en méme temps (1. 4., 2. 17., 2. 19.), quelle que soit L e £(G).

Enfin, nous dirons que T est une F-transformation lorsque c’est
une N-transformation d’indice nul, et une R-#ransformation lorsque
c’est une N-transformation de type fini; d’aprés la proposition 1. 7.,
les R-transformations sont des F-transformations possédant des
chaines finies ou bien des transformations biunivoques de E sur E.

REMARQUE. — Dans tout ce chapitre, compte tenu du résultat
du paragraphe 2. 13., et du fait que toutes les transformations envi-



SUR LES EQUATIONS LINEAIRES DANS UN ESPACE VECTORIEL 3!

sagées seront binormales, nous utiliserons implicitement les égalités :
W) = w(T* = w(T) (T dans E, T* dans E*, T" dans G)

(T) = w(T) — " (T) = w(T) — u(T") = &(T) —{T")

sans le signaler dorénavant,

Réduction du noyau de T aux origines de chaines infinies

3. §. N-tranformations.

ProrosirioN. — Soit G un sous-espace de B, T une N-transformation
de E dans B; il extste une transformation de rang fimi L e £{G), telle que :

10 T, = T — L est une N-transformation, sans chaine finic de méme
indice que T, ayant pour zéros exaclement les zéros de U qut sont origines
de T-chaines infinies.

20 L est permutable @ T, ef LT, = T\L. = L.

Apphquons a T Ic théoréme 2. 20.; il existe deux bases B et &'

de T(o) et T(D) engendrant des bases #, et &, de T(U) et T’(o)
et un entier m tel que B, ct B, contiennent tous les chainons de toutes
les chaines finies ayant leur origine dans & et %'; ces chainons for-
ment dcs sous-bases, de méme puissance 7, de #,, et %, et engendrent
des sous-espaces E, et G, qui ont méme dimension 7.G, détermine
dans E un sous-espace E, de codimension r ¢t ne rencontrant pas E,,
conformément a I'hypothese suivant laquelle il n’y a pas dans E,
de solution non nulle de I'équation T"y = x. E est donc la somme
directe de E, et E,. Comme, par construction, E, € ¥(G), on a méme :

E = E Ego
s(G)
Posons alors :
Lx=Tx—x sk xekE,
Lx=o0 si xe E,,

L linéaire dans E et T,=T—L.

On vérifie trés facilement que T,L = LT, =L, donc que L
permute avec T, et que, puisque T(E,) c E, et T(E,) c E,, les zéros
de T, sont les zéros de T qui étaient origine de T-chaines infinies.

Enfin, L est z-continue, donc L e %(G) et T, est une N-transfor-
mation, sans chaine finie.

3. 4. R-transformations. Rappelons que le cas ol il n’y a pas de
chaine finie est ici celui des transformations binormales et biuni-

voques de E sur E,
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THEOREME, —- Soit G un sous-espace de E*, T une transformation
linéaire de E dans E; les propositions suivantes sont équivalentes :

1° T est une R-transformation,

20 T est la somme, T = U + L, d’une transformation binormale biuni-
voque U et d’une transformation de rang fini L eX'G), permutables entre
elles.

On peut, de plus, choisir L pour que: UL = LU = L.

Montrons que 1° implique 2° : appliquons 3. 3. 4 la R-transfor-
mation T; U = T — L n’a plus de zéro, puisque T n’a pas de zéro
qui soit origine de T-chaine infinie; d’autre part, %(U) = x(T) = o,
cc gui mmplique que p*(U) = o, donc U est une N-transformation
biunivoque,

Montrons que 2° impligue 1° : T ne differe de U que par la trans-
formation L de rang fini, donc est encore unc N-transformation, de
méme indice que U, ¢’cst-2~dire o; de plus, puisque U est biunivoque,
T(E) = I 4+ U™'L)E), en tenant compte de la permutabilité
de U avec L; U™'L est encore de rang fini comme L, donc
(I + U~'L) est de type fini, et v*(T) == y*(1 U~'L) est fini; il en
résulte que T elle-méme est de type fini (1. 4.}, et par conséquent
est une R-transformation,

3. 5. La démonstration dc la proposition 3. 3. n’a visiblement
pas fait intcrvenir la condition 5° de 3. 1.; si T est une transformation
linéaire de E dans E, d’indice fini, G-binormale, il existe une trans-
formation L e¥(G), permutable 4 T, telle que T — L n’ait pas
de chaine finie, et posséde comme zéro exactement les origines de
T-chaines infinies. ID’aprés 2. 1g., les transformations T et T — L
remplissent en méme temps, ou ne remplisscnt pas cn méme temps,
cette condition g°.

Réduction du noyan de T a (0).

3. 6. N-transformations, Si I'on ajoute a4 une N-transformation T
une transformation de rang fini L de la famille ${G), on obtient unc
N-transformation de méme indice (T + L) = 4(T); mais n(T + L)
et p(T), donc p*(T + L} et p™T), peuvent étre différents. Leur
différence %({T) restant constante, le plus pctit des deux nombres
(T + L) et p*(T + L) restc le plus petit quand L varie. Nous
allons montrer qu’un don choix de L permet toujours d’annuler ce
plus petit nombre, I"autre étant alors augment¢ de »('I'} bien entendu,
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Pour simplifier, nous ne ferons la démonstration que dans le cas

(1) <o

THEOREME. — Soiz G un sous-espace de X*, T une transformation
linéaire de E dans E. Les propositions suivantes sont équivalentes:

10 T est une N-transformation d indice v(T) < o (resp. »(T) 2= 0).

2° T est la somme, T = U — L, d’une N-transformaiion U ayant
une tnverse @ pauche (resp. @ dmzte) et d’une transformation de rang fint
L e¥$(G).

On a de plus: 17(U) == — (T) [resp. 2{U) = 4(T)].

Nous nous plagons donc dans le cas ou 4(T) <C o.

Montrons que 10 impligue 22: on a p(T) < ¥ T) < w0, et

—1
d’antre part, puisque T (0) est indépendant de E,, nous savons que
ce sous-cspace de dimension finie posséde un s-supplémentaire dans
E{2.8.), que nous pouvons appeler N, défini par I'annulation de
w formes linéaires s-continues x — {x, ), 7 € G, indépendantes nc

s’annulant pas identiquement sur T (0}). On a :
~1
E=T(c) ®N.

D’autre part, T(E} est de codimension finie p*(T) et s-fermé
dans E, donc a un ¢-supplémentaire M dans E :

E=TE)®M, dimM = yXT) > w(T) = dimT(o).

Posons M = M’ b M, oo M’ et M” sont deux supplémentaires

dans M, et dlmM’ = p(T); sovit ge,} 1<t p, une base de M.
Soit L la transformation de rang fini définie par :

Lx = 2 (%, ¥ e, x e E.

Evidemment, Le4(G). On a L(E) =M/, TN} = T(E),

f(o) nN = {0} et N = I:(o). Par conséquent, st U =T —1L, Ui(o)
sc réduit & (o) et U(E) — T(E)OM'. U est encorc unc N-trans-
formation et possede une inverse a gauche.

Montrons que 20 wmpligue 1°: U étant une N-transformation,
T =U+<+L cn cst cncorc unc, D’autrc part, y(T) est égal a
(U) = — w(U) puisque w(U) = o.
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3. 7. REMARQUEs. — 1° Le théoreme précédent sc simplific dans
le cas d’une E-transformation : celle-ci est la somme d’une transfor-
mation L e £{G) et d’unc transtormation binormale biunivoque.

2¢ Dans le cas particulier o G = E* le théoréme g. 6. resterait
visiblement valable pour %(T) = == =, cc guc nous avons cxclu.

Dans le cas général, il faudrait sans doutc remplacer les condi-
ttons de Fredholm {IN et N’ du chapitre 2) par Pexistence d'un inverse
relatif de T, comme I’a fait F. V. Atkinson dans un mémoire [3] ol
il considére des transformations continues dans un espace de Banach;
dans ce cas, existence d’un inverse relatif continu X de T, c’est-a-
dire d’une transformation lLnéaire continue telle que TXT =T,
est toujours assurée lorsque T est binormale et d’indice fini, en pre-
nant pour G le dual topologique de I'espace de Banach E, mais ne
Fest plus si Pindice de T est infini.

Cas d’un espace vectoriel topologique,

3. 8. 81 une topologie ~ est donnée sur E, compatible avec sa
structure vectorielle, nous pouvons rapporter les définitions de 3. I,
a G = E,, sous-espace de E* identifié au dual topologique de E
munm de 7

Un homomorphisme T, d'indice fini, & image T(E) fermée dans
E, et satisfaisant la condition 5° de g. 1. :

T(o) n Eo = (o),
est une N-transformation. Nous parlerons dans ce cas d’un N-komomor-
phisme; de méme pour un F-homomerphismes, un R-homomorphisme.

Il résulte immeédiatement de cette définition que :

19 Si 1 et ' sont deux topologies sur E compatibles avec le méme
sous-espace G du dual de E, ct si T cst un N-homomorphisme
dans t et un homomorphisme dans 1/, c’cst un N-homomorphisme
dans 1'.

20 Dans toute topologie sur E pour laguelle la transformation
de type fini T est un homomorphisme a image fermée, ¢’est un R-homo-
morphisme.

Les transformations T =1+ L, Le4%(G), sont des R-homo-
morphismes dans toutc topelogic compatible avec G, Une transfor-
mation particuligre T =1 -+ L, L dc¢ rang fini, est un R-homo-
morphisme dans : si et seulement si L est s-continue.
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3° La condition 5° est toujours remplie si « est localement convexe
separée.

4° St 1 est une topologie d’espace métrisable complet, les N-homo-
morphismes sont les transformations d’indice fini, continues, & image
fermée et satisfaisant Ia condition 5°. En particulier, si v est une
topologie d’espace de I'réchet, on retrouve les conditions adopiées
par Gohberg et Atkinson pour l’cspace de Banach : les N-homo-
morphismes sont les transformations d’indice fini, continues, 4 images
fermées.

3. 9. R-homomorphismes. Pour les R-homomeorphismes d’un espace
vectoricl topologique dans lw-méme, le théoréme 4. 4. peut se pré-
ciser ainsi :

THEOREME. — Soit E un espace vectoriel topologique, T une transfor-
mation linéaire de ¥, dans E; les propositions suivantes sont équivalentes:
1¢ T est un R-homomorphisme.
20 T est la somme T = U + L, d’un isomorphisme U et d'une trans-
Sformation de rang fint e continue L, permutables entre eux.
3° T est la somme, T = U + A, d’un isomorphisme U el d’une trans-
formation compacte A permutables entre cux.
On peut de plus choisir L ou A pour qu’elles soient invarianies dans le
produtt par U.
Pour montrer que 1° smplique 29, appliquons d’abord le théoréme
3. 4. 4 T, supposée étre un R-homorphisme. Il reste & montrer que
U est un isomorphisme de E sur E; or, U peut se définir comme il
suit :
Ux=x s xe Tv(o),
Ux=Tx st x e TY(E),
fU est linéaire dans E.

Mais Ton a: E = TY(E) & T(0), TYE) étant «fermé et T(0)
de dimension finie., T élant un isomorphisme de T*(E) sur Iui-méme,
U est une composition d’isomorphismes et donc bien lui-méme un
isomorphisme.

20 implique 39, les transformations de rang fini continues étant
compactes,

Il reste a3 démontrer que 3° impligue 1°. On peut supposer que
U =1, sinon l'on écrirait :

T-UI+A)=(I+A)U, A =U"4;
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A, cst encore compacte puisque U~' est continue et A compacte;
et le produit d'un R-homomeorphisme par un isomorphisme qui lui
est permutable est évidemment un R-homomorphisme.

Or, dans le cas ou U =1, le résultat est I'un de ceux qu’ont
obtenus J. Leray et J.H. Williamson [mémoires cités] et nous ren-
verrons 2 leur travail.

3. 10. REMARQUEs. — 19 Pour le cas des espaces de Banach,
notre note [2] contenait une caractérisation différente et erronée
dcs « points de¢ Ricsz ». Ce cas des cspaces de Banach a aussi été
traité par S. N. Krackovskil et A. Goldman [4] par une méthode
différente, urtilisant 'analyticité d’'un opérateur par rapport 2 une
variable complexe.

20 Si T est un homomorphisme, aussi bien pour la topologie -
que pour la topologie «/, compatibles avec G, pour que T puisse
sécrire T = U |- A, U et A permutables, U isomorphisme et A
compacte, dans 1, il faut et il suffit qu’elle puisse s’écrire T = U’ 4 A/;
de méme dans v'.

N-homomorphismes. Le théoréme 3. 6. peut aussi se préciser pour
les homomorphismes d’un espace vectoriel topologique.

THEOREME, — Soit E un espace vectoriel topologique, T une transfor-
matton findarre de B dans E; les propesitions suivantes sont équivalentes:
19 T est un IN-homomorphisme ¢ indice v(T) < o [resp. (1) > o].

20 T est la somme, T = U -+ L, d’une transformation U continue
ef continuement inversitble & gauche [resp. @ droite] et d’unme transformation
continue de rang fimt L.

30 T est la somme, T = U + A, d’une transformation U continue ei
continuement inversible a gauche [resp. & droite] et d’une transformaiion
compacte A.

Dans ces conditions, on a p*U) = — (L) {resp. w(U} — »(T}].

Bornons nous encore au cas de 'indice non-positif.

10 implique 20, d’apres 3. 6., 3 ccla prés quc 'inverse & gauche de
U, soit V, dott 1ci étre continue; mais ceci résulic de ce que U est
un isomorphisme de E sur U(E), et U(E) posséde un supplémentaire
topologique dans E, puisque ce sous-espace est de codimension finie
et =-fermé (étant o(E])-fcrmé) selon un résultat connu (IN. Bourbaki,
143, p. 18).

Visiblement, 20 wmpliqgue 9°, les transformations de rang fini
continues étant des transformations compactes particuliéres.
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Montrons que 3° implique 2°: soit V une inversc continue a gauche
de U; on a: T =(I+ AV)U.

La transformation AV est compacte comme A, puisque V est
continue, et permutable & I comme toute transformation. Iaprés
le théoreme 3. 9., la transformation I + AV peut s’écrire U, + L,,
U, étant continuement inversible et L, continue et de rang fini.

Par conséquent, T — (U, 4 L,)U = U,U 4 L, U satisfait 4 la
proposition 29,

Enfin, montrons que 2° impligue 1° : compte (enu du théoréme
3. 6., il nous reste seulement & démontrer que T est un homomor-
phisme. Or, T = (I + LV)U est le produit de I + LV et de U qui
sont des homomorphismes & images fermées dans E, d’ou il résulte
bien la méme propriété pour T.

On obtient alors la derniére propriété énoncéc en passant par
Fintermédiaire de 2° et de Pinvariance de Iindice quand on ajoute
une transformation de rang fini.

3- 12. REMARQUE. — Pour les F-homomorphismes, on voit
que le théoréme de décomposition de S. N. Nikolskii [1] se géné-
ralise complétement a4 un espace vectoriel topologique séparé, ct
ne dépend donc pas des propriétés de I’cspace de Banach.

Autre propriété d’invariance de Pindice.

3- 13. Dans le cas d’un espace vectoriel topologiquc localement
convexe E, G. Kéthe [1] a fait I'étude des transformations qui
sont la somme d’un homomorphisme T & noyau de dimension finie
et 4 image fermée, ¢t d'une transformation continue L, de rang
fini ou compacte, montrant que T + L a encore les propriétés données
pour T, en utilisant des résultats de L. Schwartz [1] sur les trans-
formations compactes.

A partir du théoréme 3. 11., nous pouvons généraliser et pré-
ciser ce résultat sous la forme suivante :

TueorEME. — Dans un espace vectoriel topologique séparé, si T est
un N-homomorphisme et A une trangformation compacte, T + A est un
N-homomorphisme et (T + A) = 4(T).

1] suffit, pour cela, d’appliquer le théoréme g. r1. dans le sens
1°->3% 3 I, ce qui donne T = U + A’, puis dans le sens g0 - 10

A T+A=U4L (A + A
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Applications des théorémes de « décompaosition ».

3. 14. Outre les applications que nous ferons dans les chapitres
suivants, remarquons quc ces théorémes de décomposition permet-
tent d’¢tudier, & partir de classes d’équations que 'on sait déja étudier,
de nouvelles classes d'équations, par un procédé simple analogue
4 celui de la deuxitme méthode de E. Schmidt [2] pour les équa-
tions intégrales. Par exemple, si T est une R-transformation, on
réduira I’équation

Te =a
a Ux = a— Lx,

(U binormale ct biunivoque), donc a
x + U™'Lx = U 'q,

C'est-a-dire & un systtme d’équations numériques.

On a une réduction du méme genre pour une N-transformation.

Au point de vue du calcul cffectif, une équation de ce type étant
donnée, le probléme devient donc d’obtenir par des calculs finis
une décomposition effective de ce genre (que I'on sait seulement
exister), puis d’avoir un algorithme de calcul convenable pour I'inver-
sion du terme en U.

C’est parce qu’elle fournit une réponse 2 ccs decux questions que
la seconde méthode de E. Schmidt permet de calculer effectivement
les solutions d’une équation intégrale ou méme d’une équation linéaire
dans un espace de Banach, comme nous le verrons ensuite.

C’est encore ainsi que se pose le probléme des équations inté-
grales singuliéres (voir par exemple N, I. Muskhelishvili [1]).



CHAPITRE IV

ENSEMBLES DE NOETHER
DE CERTAINES FAMILLES DE TRANSEFORMATIONS

4- 1. Dans ce chapitre, nous étudions des familles T, {iea de trans-
formations linéaires continue d’un espace vectoriel topologique séparé
E dans lui-méme; A désigne un espace topologique, qui pourra
dans certains cas (chaque fois spécifids) étre un ouvert du plan
complexe C.

N désignera ’ensemble des points ou T, est un N -homomorphisme,
que nous appellerons ensemble de Noether de {T;}. Lorsque N sera
ouvert, dans A, nous le décomposerons en ses composantes connexes
N, + parcourant un ensemble d’indices I convenablc (fini ou dénom-
brable lorsque A est un ouvert du plan). Pour simplifier, nous pose-
rons y(3) = x(T3), u() = w(T>), et nous emploierons les expres-
sions « points dc Noether, de Fredholm, de Riesz » pour désigner
les points ol T, est respectivement un N-homomorphisme, un
F-homomorphisme, un R-homomorphisme.

Nous allons établir d’abord un certain nombre de lemmes, pour
Iesquels nous aurons besoin des conditions suivantes :

O. — Au voisinage de tout point 2, de A, ot Ty est d’indice fini et
posséde une inverse continue & gaucke ou & droite, T, a les mémes propridiés
et x(1) = %(%a).

O. — Quelle gue soit la transformation linéaire continue et de rang fini L,
la fomille {T, —L{ satisfait ¢ (O).

C. — Pour chague point 3, de A, il existe un voisinage V, de o dans E,
ayant la propriété suivante : pour tout voisinage W de o, il existe un voisinage
de %o dans lequel : (T, — T ) (Vo) e W,
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Famiiles de transformations satisfaisant (O) ou (C).

4.2. LEMME. — St la famille {T,};c. satisfait & (O), alors:

1° N est ouvert.

20 () est constant sur chaque composante N..

Soit k€ N; T,, est un N-homomorphisme, donc :

Tmo = Wlo “+- L:
avec L de rang fini et continue et W, possédant une inversc a gauche
(par exemple). Mais {W.}, ot W, =T, —L, satisfait 2 (O), donc
W, a une inverse & gauche au voisinage de ), et T, = W, { L dans
ce volsinage, ce qui prouve que N est ouvert.

Nous savons de plus gue y{A) = «(W,), donc que y(%) = »(k)
dans tout ce voisinage de A, ; & partir de X, on peut ainsi construire
tout un ensemble ouvert connexe maximal Q, contenu dans N, ou
Pindice est égal & »(3,). Un point de Q ne peut pas étre un point
de N avce une valeur de Pindice autre quec (), sinon il existerait
un voisinage de ce point 2, ol 'on aurait y(x,) = x(}), ce qui est
contradictoire puisque tout point de Q a tous ses voisinages qui
contiennent des points a indice %(}). Q est donc une composante
conncxe de N, sur laquelle 42} = y{x\,) = Cte.

4. 3. LEmMe A, — §i {'T\{ satisfait & (C) et 5i T, est un isomorphisme
de £ sur un sous-espuce ‘T, {B) fermé, alors dans un voisinage de N, T, est
un isomophisme de E sur T,(E); pour tout voisinage V de 0, il exisie un
voisinage W de o el un vousinage de k, dans lequel T,(V) > W n 'IL(E).

Soit V un voisinage de o; soit V, un voisinage ouvert disqué,

V,cVnV, Lensemble Tu,( [:V,) est ferm¢; il existe donc un voi-
sinage disqué de o dans E, soit W, tel que :
Wn ngo( EV‘) - W{ = .

Considérons la couronne C, = ( [ V,) n 2V, ; il existe un voisinage
u de %, tel que, pour Aeu, on ait :
(T, — T (C) e (Th—T,,) (2V) c W.
Donc, pour hey, on a :

T(C) < T,([V.) + W,
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ce qul entraine,
(1) W T(C) =
Or, toute droite d’origine o rencontre C,, ce qui prouve d’abord

—t . . - - N
que T,{o} = (0} pour Aeu: sinon, i existerait un xe C,, tel que

T,x = 0, et cect contredirait {1),
De plus, W étant disqué, on a :

(2) WnTl(EV{)_—.yf;
sinon, il existerait un xe W, tel que x =T,y ye [V{; donc, pour
un ze{, on aurait i_yeC,, 1 xe T, (G) et TxeW, ce qui

& x a
contredirait encore (1),

De la relations (2), on tire bien :

(3) WnT(E)cTi(V}) pour reu, car VoV,

Levme B, — Si { T, | satisfait & (O) et (C), et si Ty, est un isomorphisme
de & sur K, Uapplication 3 — T est s-continue en \,, s désignant la topo-
logie de la convergence simple pour les iransformations continues de B dans
lut-méme.

En effet, le résultat de (A} prouve, puisque T, est un isomor-

phisme au veisinage de 2, que, pour tout voisinage V de o, il existe
un voisinage # de 3, et un voisinage W de o, tels que :

T,(V)o W pour  leuw
Or, soit xe E; si & est assez voisin de 3, on a :
L(1)%) —Th('x) e W,
car T; ellc-méme est visiblement s-continue, donc :
x— T T3 'k e T (V)
sl A esl assez voisin de 3, et :
Tix—T'xreV,
ce qu’il fallait démontrer.

Lemme C. - - St { Ty} satisfait (O) ei (C), au voisinage de tout point
Ao de A ot T posséde une inverse & gauche, on peut choisir Pinverse & gauche
Vi de T, de telle sorte que 3.~V soit continue en %o, au sens de la topo-
logie de la convergence simple s.
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T;, posséde une inverse & gauche continue V;, et y(x) = —n,
n cnticr non-négatif. Dans un voisinage u de %y, w(3) = y(k) = — 2
et .
L =T,+(T:—T) =1+ (T.—T,) V,,] T,
posséde aussi une inverse continue i gauche.
La famille U, = I 4 (T, — T, ) V,, satisfait encore visiblement
(C), et %(U,) = o pour Aeu Nous allons méme montrer que U

est un 1somorphisme de E sur E, dans un voisinage #' cu de A,
Le sous-espace de dimension # :

M= {;10(0)

est un supplémentaire de T, (E); nous allons montrer que M est
supplémentaire de T,(E) lorsque ) est assez voisin de %,. Puisque,
pour reu, T,(E) est de codimension #, il suffit de montrer que, si
M est un sous-espace de dimension finie, indépendant de T (E),
il existe un voisinage de %, ot T,(E) et M sont indépendants,

En effet, T, (V,) est fermé et, pour L e#’, ¥’ voisinage convenable
de %, on a:

T}.,(vo) >Whn TI(E}s

ol W est un certain voisinage de o dans E. Choisissons le voisinage W'
de o de telle sorte que :

W +-WeW

W' nM est relativement compact.
Alors, ’ensemble (2W'}n M n [W’ est relativement compact et

ne rencontre pas T,,(V,), si bien qu’il existe un voisinage W’ de o
dans E tel que :

(T,.(Vo) + W' §Mn (2W') n [w'+w”§ — 4.
Mais ceci implique Pexistence d’un voisinage #” cu' tel que ;
T(V)n @W)nMn [W=¢ pour ieu
donc :
T,(E)n Mn (2W'n [ W) =4,

et finalement:
T(E)n M =g.
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. s —1
Il existe donc un voisinage de i, appelons-le #', tel que V,, (0}
est un supplémentaire de T;(E} pour xe#’. On peut donc choisir

V, en chaque point de &' pour que :
1

—1
V,(0) = Vi (0).
Mais I = VT, = (V,U,)T,, donc V,U; est inverse de T, et
annule les mémes vecteurs que V;, st bien que : V,U, = V.

—1 —1 —1
Il en résulic que U,{0) c V, (0), donc U,(o) = (o) pour Aew’,
—1
car les vecteurs de V, (o) sont visiblement invariants par les trans-

formations :
X — U}'x = X + (T;‘ —Tj,.o)vl‘x.

Ainsi, p(U,) = o et p*(U;,) = o pour ki eu'. D’apres le lemme A,
U, est donc un isomorphisme de E sur E pour & e/, puisque U, = L
D’autre part, | U}, satisfait bien & (O) et (C); mettons donc V,

sous la forme :
V‘A = \IIOU;’;

Ur! est s-continue, donc aussi V.

Le lemme C est donc démontré. Nous utiliscrons par la suite
une proposition en réalité un peu moins forte que ce qui est énoncé
en C:

On peut choisir V, de telle sorte que les applications ¥ — (Vix, y) de
A dans C soient foutes continues, quand xe E et ye E'.

4. 4. Nous allons maintenant considérer un ouvert A du plan
complexe. Rappclons que la topologie s de la convergence simple
est compatible avec la structure d’espace vectoriel de 'ensemble
des transformations linéaires continues de E dans E. La transforma-
tion T, étant définie dans A, on pourra dire que T, est s-dérivable
en un point A, si le quotient différentiel tend vers une limite, au sens
de la topologic s, lorsque A tend vers 3, dans A.

LEMME. — Soif maintenant A un ouvert du plan complexe, §T, §ren une
Samille qui satisfait & (O} et (C), et de plus s-dérivable. Alors on peut chorsy
Pinverse V, de T, pour que h— (Vix, 3 soit une application analytique
de A dans G, pour xe E ¢t ye E.

Puisque T, est s-dérivable, le quotient (T, —T,,)% a une

0
limite déterminée A, x lorsque X tend vers X, et A,, est une trans-
formation linéaire continue de E dans E.
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Considérons le quotient analogue pour T3 ', lorsque T, est un
isomorphisme, et X voisin de X, Il a une limite; en effet, il ¢’écrit:

o (T =T =T [ (T =T | To,

l'“'“ }"0 \_}ko

et il faut montrer que, si V est un voisinage de o dans E, on a:

Ty [1_1“1‘ (T, — T%)] Ty —To'A T xe V
Mo

0
pour A assez voisin de A,; or cecl équivaut a;

[l_—IT (T — Tlo)J Loy =T AT x e Ty (V)3
A

pour [x — )| assez petit, il existe un voisinage W, de o tel que:
W, 4+ W, T (V).

Il suffit donc de prendre [. — %[ assez petit pour que:

(T —T)(T5'%) — Ay (Ti') e W,
}. — 10

et (T; — TIQ)T‘:;’AIO(T}: {x) € W{.

Par conséquent, I'T' est s-dérivable lorsque T;, est un isomor-
phisme de E sur E.

Pour un point 3, ot T}, a une inverse & gauche (et ou Pindice
est fini) nous avons vu que, dans un voisinage de ), on pouvait
prendre :

Vi= V%Ux_{;

U, étant s-dérivable, ct étant un isomorphisme de E sur E, V, est
ausst s-dérivable.

Enfin, la s-dérivabilité¢ de V, entraine, puisque A < C, la dériva-
bilité, donc 'analyticité, de

r—(Vix, ), xeE, yeE!

RemarQue. — La démonstration précédente fait aussi apparaitre
la possibilité de traiter le cas de plusieurs paramétres complexes,
C’est-a-dire le cas d’un ouvert A dans C" Les résultats de ce chapitre
seraient & modifier pour un tel cas, en tenant compte de I'analyticité
de ‘I par rapport a des paramétres complexes ou unc partie d’entre
erx.,
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Familles de transformations de rang fini.

4- 5. LEMME. — Sott A un espace topologique, {T, s, une famille
de transformations lindaires;

T, =1—-1,, Lix= E Xy Vo) ¥
=1
81 foutes les applications w — (x5, y;,) sont continues, Pentier i (%)
est munimum dans un ouvert de A,
Pour la famille {T)}, on a y(A) = (I} = o dans tout A. L’étude
de I'équation :

(I) Tlx«"‘—“ 0,

ou.

x— X {% Jo)xa =0
=1 :
se ramene aisément, par produit scalaire par chaque 7,, 4 un systéme
numeérique :

L 2 el¥a, Vi =o0.

i—=1

(2) ) CECY Y £ 4 A

X = 2 pixa.

Il. i=1

Le déterminant 3()) = Dét[3,; — (xa, 7)), ainsi que tout ceux
que Pon peut tirer du tablean :

]81'} - <xi'ka _}’ﬁ)!

sont des fonctions continues de )\ Le nombre des solutions indépen-
dantes de (2), au maximum =, est égal au nombre des relations indé-
pendantes entre les (x;, ;) en chaque point ae A. Ces relations
correspondent a Pannulation de fonctions continues de %, donc
chacune d’elles est vérifiée dans un fermé de A. Soit v le nombre
de ces relations s’annulant sur tout A; alors w(X) 2= p. cn tout point
de A, et il cxiste des points de A ol p{}) = @  est le minimum de
w(2) sur A. L'cnsemble des points ol p(i) = u est d’ailleurs ouvert,
car I'ensemble des points oll p(i) > p est une intersection finie
d’ensembles fermés.
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4. 6. LEMME. — Soit A un ouvert du plan complexe, { T, {5 ¢ n une famille:

T,=1—L,, Lix= D (%, yo) Xs
=1

St loules les applications h— (xn, y;) sont analyliques, alors w(%)
est minimum dans un ouvert de A dont le complémentaire est discret (ou vide).

Avec les notations du paragraphe 4. 5., les relations indépen-
dantes entre les (x;, ¥,) s'expriment par l’annulation de fonc-
ttons numériques analytiques de A. Elles ont lieu sur des ensembles
dc points isolés dans A, ou sur tout A (s'il cst connexe). Sip est le
nombre des relations qui ont licu dans tout A, les points ol w(d) > u
forment un ensemble qui est réunion finie d’ensembles isolés dans A,
donc est aussi un ensemble isolé. Il peut évidemment ne pas y avoir
de tels points.

Ensembles de Noether.

4. 7. ProroOSITION. — Soti A un espace topologique, $ T, {sea une famille
de transformations linéaires conitinues de Uespace vectoriel topologique séparé
E dans lui-méme, satisfaisant & (C) et (O),

Alors:

19 L’ensemble de Nocther N est ouvert, et 4 (%) = vy, est constant sur
chague composante N, de N.

20 Au voisinage de tout point g e N, w(X) reste au plus égal @ p(X,).
En particulier, Uensemble des points de N, o2t n()\) est minimum est un ouvert O,

Soit t la topologic de E.

La famille {T,{ se trouve dans les conditions du lemme 4. 2.,
donc N est ouvert et 4(A) =, = Gte sur chaque composante connexe
N, de N.

Considérons une composante particuliére N. A chaque point
» de N; attachons ’entier w(2). Soit 3, eN,, on a :

(r) T, =U, + L,

ot U, a une inverse a gauche (par excmple) continue, dans tout un
voisinage u de %} soit V; cette inverse, que 'on peut supposer telle

que :
(2) {72 (0) = Vlo(o) (lemme 4.3.C).
L cst dc rang fini, et :
(3) V. T, =1+ VL.
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Il est loisible de supposer (3. 6.) que L est choisie de telle maniére
que :

(9) T L) |=T.E), UyE) =T,E) oLE),

—1
c’est-a-dire que V, (0)nT,{E} = (o). Dans tout le voisinage u
de X, o U, est inverstble a gauche continiiment, on a d’ailleurs :

(5) T;(0) n L(0) Uy (o) = (o),
donc ;
(6) a(N) < w(h)s

car Li(o) est de codimension égale a u().

Soit O, Pensemble des points de N, ol w(3) atteint son minimum g,.
Soit X, € O,, quelconque. Au voisinage de 3, on doit avoir (6), par
conséquent (i) == w(x;) = 1, dans tout #; O, est donc ouvert.

ReMARQUE. — Soit F, le complémentaire de O, dans N,, fermé
dans N;; soit N¢? son intérieur, s’il n’est pas vide, w(i) atteint son
minimum p® dans N® sur un ouvert O®. Soit F® le complé-
mentairc dc O® dans N®, N® [intérieur de F®; on peut recom-
mencer cette opération sur N, etc. On obtient ainsi ure suile d’ouverts
disjoints OP, O® = Q,, og w(}) reste constant:

e =, e = la® < pP <
et le complémeniaire ¥, de leur réunion est un ensemble fermé nulle part dense
dans N, dont chague point est poini-frontiére d’un nombre fini des OV

(a4 cause de la conditions (6) appliquée a ce point, p{A) ne pouvant
étre infini en un point de N).

4. 8. PROPOSITION. - - Soit A un ouvert du plan complexe et § T, ! sen,
une famille satisfaisant & (C) et (Q). Si Ty est s-dérivable dans A, alors:

Dans chaque N,, le complémentaire de O, est un ensemble discret.

Considérons un point-frontiére de F, le complémentaire de O,
dans N, soit 2. Il existe une suite de points 2, € O, X, = A,

La codimension de T, (E) cst w(ho) + 15 celle de T, (E), n > 1,
est w; + y. Il existe donc un sous-espace M de dimension y; qui
est indépendant de chacun des T; (E), z 2> o. Prenons V;, telle que

f/‘%(o) =M; on a:
(7) Vi(0) nT (E) = (0),  n3>0.
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D’aprés (3) :
(8) w(ViTy) = w(I + ViL) — w(3) + dim [ Vi(o) n T3 (E" ]
dans tout un voisinage # dec ;. Soit 7 tcl que d, e u pour £ =m. On a:

g w(dh) = u(I 4+ V3,L) > w,
(9) s LI+ VL) si xeuq
) ph) = w(T+ V, L) =, pour  k>m [(7) et (8}].

Donc la famille {I —[—V-,,L};ea, qui est a coefficients analytiques
comme dans le lemme 4. 6., doit étre telle que :

gﬂil + Vi,L) = u() > w,
p.(I + V,L) =, si AEU, ?.#lo.

Des relations (g} et {10), on tire alors :

51’*0‘0) > Wi
{e(h) = s1 reu. A=FE.

Par conséquent, F, a tous ses points frontiéres isolés; il sc réduit
donc a ces points isolés, puisque son complémentaire O, dans 'ensemble
connexe N, est non vide.

Nous dirons que la famille § T, {es est permutable si quels que soient
», we A, toute transformation qui est permutable a T, est permu-
table a T, (ceci entraine, en particulier, que deux transformations
quelconques de la famille sont permutables).

(10)

(11)

4-9. Appelons ensemble résolvant de {T,} Tensemble des points
ot T, est un isomorphisme de E sur E, spectre de {T;} son complé-
mentaire.

ProPOSITION, — Soit A un ouvert du plan complexe, | T, }sen une famille

permutable, satisfaisant (C) et (b), et s-dérivable, Dans chague composanie
N, les points ot I posséde des chaines finies sont les poinis de Pensemble
isolé complémentaire de O,; le nombre des chaines infinies indépendantes est
le méme en tout point de N,

En particulier, les points de Riesz de Ty seni exactement les points des
composantes IN; de N qui rencontrent I'ensemble résolvant; les points de Riesz
qui appartiennent au spectre en sont des points isolés.

Considérons d’abord un point 3, e N; oit T, posséde des chaines
fintes. Il cxiste une transformation dc rang fini L telle que :

Tlo - Tii) + L)
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T{ a les mémes chaines infinies que T;,, T; et L. sont permutables,
car T, et L le sont. On a:

(1) (T30} <u(T)
(2) P-(T“’) <p(1%)
parce que A est point de Noether de T{"” aussi, au voisinage de .
Si L a été construite comme en 3. 3., puisque T et L sont per-

mutables, on a deux sous-cspaccs I:( o) ct L{E), supplémentaires
dans E, que T{" appliquc dans eux-mémes.

Pour X =£ ke, supposons que T)x = o. Décomposons x en ve L(o
et se L(E): x=u 4+ 2. On a T{"x = — Lx, donc :

T{Pu + TPy = — Lo
ou: TPy = —T,o.
-1
Par conséquent, T{’z = o et T)o = 0, ¢’est-a-dire ? =0, x=u < L(0).
q ’ »
-1

D’une part, T, n’annulc pas dc veeteur non nul de Lo}, s1 A=k
d’autre part :

(3) W(Th) = w(TP) pour Ao

De (1) (2) (3}, et de la proposition 4. 8. résulte alors que w@(})
est constant au voisinage de 3, (sauf en },), avec

(4) () <wplha)y  w(d) =

ce qui prouve que A, est un point du complémentairc F; de O,
Par conséquent : tout point ot T, posséde des chaines finies
est un point de F;; en tout point de O,, T, ne posséde pas de chaine
finie. Il reste 4 prouver que T, posséde des chaines finies en tout
point de F,.
Mais nous avons vu que, si N, &F, c’est un point isolé a plus
grand nombre de zéros pour :

V.T,=1-+ WL, on T,=U,+1L, Vi\U,=1.
Donc, pour A = %, 1+ V,L peut se mettre sous la forme :
I+V,L=1+4+V,L, +V,L,,
ou V, L, est permutablc a (I + V; L,), et L, 5~ 0, avec
(I 4 Vi, L) = e
Mais ceci est équivalent a :
U, 4+ L=U,, + L, 4+ L,
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ot L, et (U, + L) sont permutables. Donc T,, posséde p(2,) — B
chalnes finies.

La deuxiéme partie du théoréme est alors immédiate. Si N,
rencontre Pensemble résolvant, tous les points de O, sont tels que
w(x) = 0, y(x) = 0; ce sont donc des points de 'ensemble résolvant.
Les points de F, sont alors des points oti T, posstde des chaines
finies, et pas de chainc infinie, C’est-a-dire des points de Riesz.

Inversement, si N; contient un point de Riesz du spectre, e’est
un point de F;, et tout point de O, est un isomorphisme de E sur E,
donc un point de I’ensemble résolvant.

Application a des familles d’un espace de Banach.

4. 10. Désignons par £ ’espace vecoriel normé des transformations
lincaires continues de E dans E, lorsque E est un espace de Banach.

TutorEME, — Soit £ un espace de Banach, A un espace topologique,
{T;;le,\ une famalle de iransformations linéairves continues de B dans E; on
suppose que ) — I est une application continue de A dans €. Alors T
satisfait & (C) et (O) e par suite les conclusions de la proposition 4. 7. sont
valables pour son ensemble de Noether N.

a) {To} satisfait & (C) : Soit % e A. Montrons que, si V, est la
boule |l¢f] < 1 dans E, et W la boule [i2]] < ¢, on a (T, — T, )(V,) c W
si A appartient & un voisinage de ,; puisque T, est continue au scns
de la norme dans ¥ c’est qu’il existe toujours un voisinage u de i,
tel que :

1T — Tl <e s1 heu,
donc : [(L—L)H<e s Wi

b) §T.{ satisfaita (O): il suffira de montrer que {T,} satisfaita (O).

Or, si ), est un point o, par exemple, T, posséde unc inverse
a gauche continue V,, on a :

L=T,+(0L—T)=[1+(T.—T,)V,, Ty,

et la transformation [I -+ (T, — T,,)V,,] est un isomorphisme de E
sur E dans tout le voisinage » de %, pour lequel :

D =Tl < VAL

Donc, pour Aeu, T; est le produit d’un isomorphisme de E sur E
par T;, c’est donc une transformation continuement inversible &
gauche, de méme indice que T, . {T,{ satisfaitd (O); si L est continue,
toute famille {T,—L} est continue au sens de la norme dans 4,
donc satisfait & {O) également,.
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4. 11, THEOREME. — On suppose de plus que A est un ouvert du plan
complexe, et que W > T est analytique. Alors, dans chaque N, Pensemble
complémentaire de O, est discret,

En effet, fT;,} satisfait bicn aux conditions de la proposition 4. 8.,
puisque I'analyticité de » — T, cntraine bien sa s-dérivabilité,

4. 12, THEOREME. — Dans les conditions de 4. 11., st de plus la fa-
mille {1y est permutable, alors le nombre des chaines infinies est le méme,
w;, dans chaque composante N,, et les conclusions de 4. 9. sont valables.

Ce qui résulie immédiatement de 4. g., 4. 10., 4. Il.

CoroLLaRE (Gohberg, Krackovskii). — Si A est une transfor-
mation lindaire continue de E dans E, lu fanulle {I — }\A;, ot ) déerit le
plan complexe, a un ensemble de Noether ouvert, doni les points ont foutes
les propriélés énoncées ¢en 4. 7., 8. 0.

Application au cas ou T, ne différe d’un isomorphisme
que par une transformation compacte; probléme d’Atkinson.

4. 13, THEOREME. — Soit E un espace vecloriel topologique séparé,
A un espace topologique, §'T{\en une famille de transformations satisfaisant
& G, telle que T, —1 soit compacte pour chaque 1 = A. Alors: 10 tout point de A
est point de Riesz de Ty 5 2© au voisinage de chague point hg e A, w(X) < i),
et par suite dans chaque composante connexe de A, w()\) est minimum sur un
ouvert,

En tout point de A, T, = I + A,, ou A, est compacte, donc T,
est un R-homomorphisme d’aprés 3. g. N est donc tout A.

Montrons que {T,! satisfait & (O); il en sera alors de méme de
{T1 —L } , ot1 L est une transformation de rang fini continue quelconque
puisque L est alors compacte.

Or, si T,, posséde unc inverse continue, puisque §T,| satisfait
a (C), T, est un isomorphisme de E sur T,(E) dans un voisinage de X,
donc est encore un isomorphisme de E sur E, puisque »(3) = o.

La proposition 4. 7. sapplique donc 4 {T,!.

4. 14. THEOREME. — Dans les conditions du théoréme 4. 13., st de
plus A est un ouvert de plan complexe et T, est s-derivable, dans chaque com-
posante connexe de A, le complémentaire de U'ensemble ouvert de 4. 13. est
discret.

Car 4. 8. s"applique alors & §T,}{,c..



52 MAURICE AUDIN

CoroLLAIRE (Probleme d’Atkinson). — Soit E un espace vectoriel
topologique séparé, T\ un polyndme en W & coefficients compacts, sauf le terme
constant T, qua est un 1somorphisme de E sur E. Alors T, est un isomorphisme
de E sur E, quel que soit '\ complexe, sauf éventuellement en des points isolds
Ans qut sont des points de Riesz,

Montrons que {T,| satisfait 4 (C): T, —T,, = § (2 — )74,

p=t
et il existe un voisinage de o tel que A,(V,) cK,, K, compact. Donc,

si. =l <p, (=T} (Vi) e ¥ | K,, qui est compact. Il en

P=Nlee
résulte que (T, —T;, }(V,) ¢ W, W étant un voisinage quelconque de o
dans E, pourvu que p soit assez petit,

{T,} satisfait donc aux conditions dc 4. 8., 4. 13., et le minimum
de w(A} est o, puisque T, est un isomorphisme par hypothése. Enfin,
A est tout Ie plan complexe, donc N posséde une seule composante
qui est le plan tout entier,

Application a des transformations bornées.

4. 15. Soit E un espace vectoriel topologique séparé, T, un poly-
néme en A, : complexc, dont les coefficients sont des transformations
bornées de E dans E, sauf le premier T, qui un est isomorphisme.

La famille {T,{ satisfait @ (C): en effet,

T-,"'_"T E )\‘_)k(]

et:
A,,(Vo) - Bp, Bp borné.

On a donc le résultat par le méme raisonnement qu’en 4. 14.,
les ensembles bornés remplagant les compacts.

La famille est s-dérivable, comme toute famille { T; | pour laquelle
T, est un polynéme dont les coefficients sont des transformations
continues de E dans E,

On pourra donc appliquer 2 § T, §1ea les résultats de 4. 7. et 4. 8.,
dans chaque ouvert A du plan complexe ot 'on aura reconnu que
cette famille satisfait & (O), ce qui peut se faire de plusteurs fagons :

a} Nous avons vu que si les A,, # > 1, sont compacts, il en est
ainsi dans tout le plan; plus généralement, si {2} = o dans un
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ouvert A contcnant loriginc, § T; ! .c, satisfait les conditions de 4. 8.
et 4. 7., avec N = A.

Si (1) est constant dans un ouvert A, par exemple y{}) = —n,
il en est de méme de {T; {5e, avec N = A.

b) Dans un espace de Banach, si { T, satisfait & (C), la transposée
{T;] ysatisfait aussi, en considérant la topologie définie par la norme
dans E'. Alors | T\ { satisfait aussi a (O), en appliquant le lemme 4. 3.
a §T1; et {T;E simultanément; il en cst de méme de {Tl—L;' , L de
rang fini, qui satisfait évidemment a (C) en méme temps que T, 4.
{T,} satisfait donc a (O). Ceci ne nous intéresse pas particuliérement
pour Pespace de Banach, car nous disposons déja de 4. 10. et 4. 1.

¢} Si E est un cspace topologique séparé quelconque, E' son dual,
et s'il existe une topologie sur E’ {compatiblc avec sa structure vec-
torielle) dans laquelle T est continue et §T;} satisfait 2 (C), lcs
mémes considérations seront valables pour I’ensemble de Noether
de {T,}.

En particulier, si E est un espace vectoriel topologique séparé, locale-
ment convexe et tonnelé, et st gT)_} est une famille de transformations lindaires
T, qui sont les valeurs d’un polyndme en % & coefficients bornés, sauf le premier
T, qui est un isomorphisme de E sur E, Pensemble de Nocther de {T.{ a
les propriétés indiqudes en 4. 7. et 4. 8.; une de ses composantes au moins,
celle qui contient Vorigine, est formée de points de Pensemble résol-
vant, plus (éventuellement) un ensemble de points isolés .

En effet, (N. Bourbaki, [2], p. 87), si E est un espace tonnelé,
E’ son dual fort, les polaires des voisinages de o dans I'un d’eux
fournissent un systéme fondamental dc partics bornées dans I'autre,
et inversement, Donc si A, est une transformation linéaire continuc
dans E, et bornée, A, est fortement continue et bornée dans L.
La condition (C) est satisfaite, pour { T} dans E comme pour {T;!
dans E,

4. 16, EXEMPLE SIMPLE DAPPLICATION AU CAS DE PLUSIEURS PARA-
METRES. - -- Soit E un espace vectoriel topologique séparé, A, B, G,
trois transformations linéaires compactes, A, w, v, des parametres
complexes, et Péquation :

(1) x—2Ax —uBy —vCx =a, «ek.

Appliquons-lui lc théoréme 4. 10., puis appliquons le théoreme
4. 11. & chaque équation déduite de (1) en fixant les valeurs de deux
des paramétres A, g, v. Nous cbtenons : dans un ensemble ouvert O

4



54 MAURICE AUDIN

de C?, contenant |'origine et dont le¢ complémentaire F est coupé
par chaque droite paraliele a 'un des axes et qui ne lui est pas con-
tenue suivant un ensemble discret, (1) a une solution et une seule
quel que soit 2 e E; I'équation homogéne (¢ = 0) et sa transposée
n’ont pas de solution non nulle; en un point quelconque de F au
coniraire, ces équations homogtnes ont le méme nombre fini » de
solutions linéairement indépcndantes, ¢t la condition nécessaire et
suffisante pour que (1) ait une solution (donc n solutions) est que
(a, ) = o pout toute solution y de ’équation homogeéne associée.
Ceci s’applique a I'équation
1

(2) 9% #)— [ Ale 22, o2 1)y J B(#,, 3, ) (1, 7) &y

¢

11
—"viﬁg C(x,. Xos Vi .}’2)?()’1, .}’2) @’yi d.yz zf(xb xﬂ)s
0

dans l'espace de Banach C,.;, I =[0,1], avec fely, A € Crixs
BeCornn C€Cropsrnr (Cette équation a été étudiée en particulier

par S. Fenyo [1}).



CHAPITRE V

POINTS DE RIESZ ET RAYON DE FREDHOLM

Réductions d’une transformation.

5. 1. Soient E un espace vectoriel topologique séparé, + sa topo-
logie, A une transformation linéaire continue de E dans E, telle que
T, = I —»A] satisfasse a (G) et (O). L’ensemble de Noether de
cette famille, que nous appellerons ensemble de Noether de A, est
ouvert; sur chaque composante N,, I'indice y(x) = ¥ est constant;
enfin le nombre ., des chaines infinies indépendantes est constant
dans N, et () = p, sauf éventuellement en des points isolés dans
N,, oit par conséquent il existe des chaines finies {proposition 4. 9.).

Considérons une composante N; de N, et un point %, ot Ty,
posséde des chaines finies. Sclon 3. 4., il cxiste deux sous-espaces
E, et E,, tels que T, (E,) cE,, T, (E,) c Eq, ce qui revient & :

A(Ei) c Eu A(Ez) c E,,

aved
E == El @ Eg,

et de plus E, est engendré par des chainons de chaines finies de T,
Appelons Q. la projection continue sur E, parallelement a2 E,,
L,, la transformation de rang fini:
L‘Ao == AQlox
et posons :
A, =A—-L, =A0—Q,,)
La famille {I--3A, | posséde alors le méme ensemble de Noether
que {I —2A}{, puisque :
I—3A, = (I—3A) +1L;,;
la transformation I —3%,A,, a pour noyau [’ensemble des origines
de chaines infinies pour I — »,A et n’a que des chaines infinies (3. 3.).
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On peut d’zaillenrs écrire pour tout A ct pout tout cntier # :
(I —3A) = (T—%A,) (I —3L,)* = (I — L) (I—2A,)%

4 cause de lorthogonalité de A, ct L, ; ce qui prouve, puisque
{I — }\L-,,og a visiblement pour scul point singulicr le point x,, que
1 —3A,,} alc méme ensemble de Noether quc fT—3A{, avec les
mémes nombres y; et p; dans chaque composante N;, avec ausst les
mémes noyaux pour :

(T—3A)" et (I—2A, )"

n quelconque, cn tous les points des N;, sauf en i, e N, lequel est
devenu un puint sans chaine finie pour I — A, .

5.2, Nous exprimerons la situation précédente en disant que /g
projeciion Q. réduit A en ), et que A, est la réduction de A correspondante,
Nous avons donc :

ProprosrTioN. — 87 ), est un point de N ot il extste des chaines fintes,
il existe une projection continue qui réduit A en L.

Définissons alors nos notations de la fagon suivante : dans le cas
général, attachons a 2, une des projections Q, qui réduisent A en A;
s1 %, est un point de N sans chaine finie, nous poserons Q, = o;
enfin, si nous considérons les points de Riesz de A, nous pouvons déter-

miner uniquement Q, par la condition d’étre la projection sur T:h(o)
paralldlement & ‘T3 (E), avec v = »(T) = v*(T); nous dirons alors que
Q,, réduit normalement A en 2, et quc A, est la réduction normale de
A en ),; cette réduction normale a avantage évident d’étre unique.

Disque de Fredholm.

5. 3. Appelons disque de Fredholm de A le plus grand disque ouvert
de centre o qui soit contenu dans N, et R, son rayon. Ce disque est
évidemment contenn dans la composante de N qui renferme Porigine,
soit N,. Il ne contient donc gue des points de Riesz de A, c’est-a-dire
des points de I'ensemble résolvant, plus, éventuellement, des points
singuliers 150lés qui sont des points de Riesz; c’est aussi le plus grand
disque de centre ¢ ne contenant que des points de Riesz de A.

D’aprés le théoréme 4. 14., lorsque A est une transformation
compacte de E dans E, son rayon de Fredholm est infini.
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5. 4. Bornons-nous désormais au cas ot E est un espace de Banach,
ct démontrons d’abord le lemme suivant.

LeMME, — Supposons que la transformation A puisse sécrire: A = A, + L,
ot L est de rang fini ¢t o (1 —x,A) @ une inverse continue, si de plus 3,
est un point singnlier isolé de A, Cest un point de Riess.

En eftet, %, est un point de Nocther de A, et il se trouve dans
une composante de N qui rencontre P'ensemble résolvant de A.
C’est donc un point de Riesz.

THEOREME. — Seit E un espace de Banach, £ Pensemble des irans-
formations de rang fint continues de K, dans E, et & Pensemble des transforma-
tions compactes de E dans E. Soit A une transformation linéaire continue de
E dans E, 4, et v, les sous-espaces respectifs de X et & formés de transfor-
mations permutables & A. On a:

R, = Sup lim [;(A —L)4[~" = Sup lim[|(A — Ly|"*
LEL, no»ae LEY n>w

= Sup lim [[(A — L)% = Suplim [J(A —L}"[~"".
LEQ, n>o LEGL ho o

Lxaminons d’abord les deux premicres expressions données pour
R, dans cet énoncé; la premiére est certainement au plus égale a
la seconde.

Montrons que R, est au plus égal a la valeur de la premi¢re expres-
sion; soit p un nombre positif quelconque inférieur a R,; dang le
disque de rayon ¢ centré sur origine, A n’a que des points réguliers
et un nombre fini au plus de points singuliers qui sont des points
de Riesz; on peut les ranger en une suite : i,, kg, ..., A,; formons la
réduction normale de A en 3, soit A; ; puis la réduction normale
de A;, en &y, soit Al, la réduction normale A; de A;, en X\, etc.
Nous obtenons :

A = Ain —]— E L'*r" L).‘. = AQ;'-E'

i=1

Cette transformation de rang fini I. = ¥, T,, est permutable 3 A,

E=1
donc p est mférieur & la valeur de la premiére expression, et R,
cst au plus égal a cette valeur, puisque A; n’a pas de point singulicr
dans le disque de rayon p.
Montrons que R, est au moins égal a la valeur de lajseconde expres-
sion. Pour cela, supposons qu’il existe une transformation LeX,
telle que A, = A — L. n’ait que des points réguliers dans tout le
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disque de centre o et de rayon g, ct montrons que p <R, Pour
X[ < p, ON a:
I—3A—I—3A,—2aL = (I—3A)[I —rI—2A)'L].

Le dernier facteur constitue une famille sur le disque de rayon
¢ ouvert, qui satisfait aux conditions du théoréme 4. 13., donc n’a
que des points de Ricsz dans ce disque; puisque tout point du disque
est évidemment régulier ou point de Riesz pour A sil I'est pour
cette famille, on en déduit p < R,.

La comparaison de ces deux résultats montre que les deux pre-
miéres expressions sont bien égales a R,. ,

Pour le démontrer dans le cas des deux autres expressions, il
suffit de remarquer qu’elles se raménent aux deux premiéres, grice

au théoréme 3. 5.

5.5. A. F. Ruston f1] et A. Grothendieck [1} ont ¢tudié les
transformations linéaires continues d’un espace de Banach dans
lui-méme qui ont une « théorie de Fredholm », c’est-a-dire auxquelles
on peut généraliser la méthode d’étude de Fredholm pour les équa-
tions intégrales.

La comparaison entre le théoréme précédent 5. 4. et un théoreme
de A. F. Ruston ([2], théoréme 3. 1.) permet alors de remarqucr
que les transformations linéaires continues de Uespace de Banack E dans
lui-méme qui ont un rayon de Fredholm infini sont exactement celles qur ont
une théorie de Fredholm. Ce sont aussi, comme le montre A.F, Ruston
dans le méme article, ce qu'il appelle les opérateurs de Riesz : pour
tout nombre complexe A, (I —2A) et (I —AA) sont finis,
w[(I—2A)"] est fini et (I — 2A)(E) fermé; Pautcur de ce mémoire
ajoute que les points singuliers sont supposés ne pas s’accumuler
3 distance finie, mais cette hypothése est superflue, car c'est une
conséquence des précédentes (d’aprés 4. 12., tous les points du
plan étant des points de Riesz).

5. 6. Etant donnée une équation linéaire dans un espace de Banach,

qui est de la forme :
x— NAx =y,

ot A est une transformation linéaire continue quelconque de E dans E,
on peut chercher quelles sont les conditions dans lesquelles il est
possible d’appliquer la seconde méthode de E. Schmidt {2]; celle-~ci
consistc, rappelons-le, 4 soustraire & A une transformation de rang
fini L, de telle sorte que le «reste » {A— L) puisse étre inversé
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par la méthode de la série de Neumann; ceci revient évidemment a
Pexistence d’une transformation de rang fini L telle que

lim (A — L[|~

soit supérieur a |i|. On a donc le corollaire :

COROLLAIRE. — L rayon de Fredholm de A est aussi le plus grand
disque de centre O ot se puisse appliquer la seconde méthode de E. Schmidt,

Il faut remarquer que cette méthode a Ia propriété importante
de fournir un calcul cfiectif de la solution de Péquation de scconde
espece €crite plus haut, supposé seulement que on ait un procédé
qui permette de rechercher systématiquement une transformation
de rang fini convenable. Dans Ie cas général ol nous nous sommes
placés, nous avons seulement reconnu lI'existence d’une telle trans-
formation. St E est un espace de Hilbert ou un espace de Banach
a base dénombrable, on peut facilement former un procédé conve-
nable.

5. 7. Cherchons a caractériser les valeurs singulitres et les « vec-
teurs principaux » {c’est-a-dire les vecteurs annulés par une puis-
sance de (I — AA), ou bien encore les chainons de (I — )\A)-chaines)
attachés a ces valeurs, dans le disque de Fredhlom de A.

Notons x,(3) la fonction analytique de 3, & valeurs dans E, qui

&

est définie par la somme de la série convergente Y, A"A’, lorsque 3|
9

est assez petit, x étant un vecteur quelconque de E.
Cette série converge comme la série des normes, Y, |[Af{)A%|, donc

[
converge pour |k|<C lim||A%x|[~** et diverge pour [A|> lim ||A¥f*",
Nous poserons : R el
ea(x) = Lkm[JA%]["",

L ]

op = Him [|AY~,

Ao 00

Il est bien connu gue cette derniére limite existe et donne le plus
grand cercle de centre o inscrit dans l'ensemble résolvant de A,

c’est-a-dire ausst le rayon de convergence de la série Y \"A"
¢
5.8. LemmeE. — Sotft xe B, St p,(x) << Ry, pa(x) prend lune des
valeurs |\, les \, désignant les singulariiés de A dans sen disque de Fredholm.
Supposons que p,(x) < R, pour un re E. Il existe alors certai-
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nement une valeur ,, de module p,(x), ol la fonction x,{x) a une
singularité. Mais, dans le disque dc Fredholm, nous avons vu que
A n’a quc des points de Riesz ne s’accumulant pas a I'inténieur et
des points régulicrs; 7, ne peut étre un point régulier de (I — »A},
sinon x,(}) scrait réguliére aussi en &, Ce point cst donc nécessais
rement un des points singuliers X, et p (x) = [ho»

THEOREME. - La condition nécessaire et suffisante pour que A posséde
une singularité dans le disque de Fredholm est qu'il existe un x e B, tel que
ea(r) < Ru (*)-

Lorsqu'il existe un tel x, A posséde un point de Riesz singulier de module
PA{x)' )

En effet, si un tel x existe, le lemme précédent nous montre qu’il
existe une singularité de A, de module p,(x) <<R,; si une telle
singularité ,, |A| < Ry, existe, il existe aussi un x tel que x = MAX,

o>

donc pour lequel la série ¥, \JA™ ne converge pas, si bien que
0

PA(W) ‘g.. p\il < RA'

5. . Soient A, les singularités de A dans le disque de Fredholm;
appelons a, lcs modules successifs distincts des % :

0< ay < oy < oo <L a, < - < Ry

Pour chaque %, soit Q, la projection (sur un sous-espace M, )
qui réduit normalement A en . Posons M(a,} = 3 M,, et dési-

[*j:=an

gnons par N{x,) le supplémentaire topologique dc ¥ M(s) qui

=t

cst défini par Pannulation de la projection 3 Q.

[ %1 =ep
1Srn

LeMME, — Soit A, un point singulier de Riesz de A. St xeM,,, la
série ¥, \iA"x est divergente.
0 -1
Tout d’abord, sixe T, (0}, o T, =1 —3%A, on a:
x:}\'Ax= PPN =)\;‘Akx,

donc la série §, MA"X est divergente.
!

() Un théoréme analogue a ét¢ énoncé pour I'espace de Hilbert par A.T.
Taldykin [1]. II y emploie la quantité : lim sup (||A]|/||xi]).
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Supposons maintenant quc xe M, et qu’il existe un vecteur
y (nécessairement de M, ) tel que T, x =, la série considéréc diver-

eant ur 9. Alors on ne peut avoir ¥ 1A convergente, sinon
g Sd g ?
4]

T-“(Z oA ) 2}. [Ty %] = 3 WA
0 1]

le serait aussi, cc qui est contraire a l’hypothésc
Le lemme résulte de ces deux remarques, puisque tout vccteur

de M, est un chainon d’une chaine ayant son origine dans Tl (o}.

TaEOREME, — Soif x € E, x=50. Ou bien x € N{«,), et alors p,(x) > ay;
ou bien x & Na,), et alors p,(x) = a,. De méme, soit x € N(a,), x7=0. Ou
bien x e Nfx,.,) et pa(x) > a,..; ou bien x & N(ay, (), & p,(x) = e

En effet, soit reN{a); posons A=A — » L. On a:

| Rt
Aty = Ax, done x.()) = x,(3). Or, A" a pour plus petit module de
ses singularités «,. Par suite, d’aprés le lemme, p,(x) = pa(*) 22 > ay.
Supposons maintenant que ¥e M, pour un certain i, [\|= a,.
Alors x,(3) est définie pour |\ < a,, avec, d’aprés le lemme précé-

dent, une série 3,2"A’ divergente pour % = k. Donc a, est cxacte-

o

ment le rayon de convergence de cette série, et py(x) = |A| = ay.

Si xe M(a,), x est la somme de plusicurs vecteurs z‘, dont 'un
au moins n’est pas nul, avec ¥ e M,, et aussi 2, (3) = 3 x(\).

[3¢| =2

Or «' appartient & Pintersection des sous-espaces T} (E), » entier
et \; 7=\ donc xi(3) est réguliere en %;, A; 5= %, ct singuliere en A,
Ainsi, x,{}) est singuli¢re en chacun des ; o1 x' =~ 0. Pour x & M(a,),
on a donc bien p,(x) = a,.

Enfin, si plus généralement x&N{a,), on a x =x" 4 x", ol
x €N(a,)} et 0=5£2" € M(q,), 2,(2) est régulitre pour |\ =a, et £i(})
singuliére en certains points de module «,. Comme x,(}) est leur
somme, on a bien p,{x) = a,.

La deuxiéme partie du théoréme s’en déduit aisément en consi-
dérant N(a,) lui-méme comme un espace de Banach.

5. 10. On peut se servir du théoréme 5. 9., lorsqu’on a évalu¢ le rayon
de Fredholm de A, pour obtenir les modules successifs des valeurs sin-
guliéres de A dansle disque de Fredholm. On calculera successivement :

2 o, = min p,(x) = Lim A%~
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si cette quantité est moindre que R,, ‘c’est le plus petit module des
singularités de A dans son disque de Fredholm (et il existe de telles
singularités}. Si elle est égale 4 R,, c’est qu’il n’existe pas de telles
singularités.

Dans le premier cas, la condition p,(%) > «, déterminc lc sous-
cspace N{a«,). Le sous-espace Mf{e,) peut étre déterminé comme
ensemble des vecteurs annulés par les formes linéaires contenues
dans N, (a,), sous-espace de E* déterminé comme N(«,) par rapport
a A', transposée de A.

&) @ = min p,(x) = lim [JA"|35%; etc.
#EN(xy) Rewca
REMARQUE. — Du méme théoréme résulte aussi que: la condition néces-
saire et suffisante pour que Ion obtienne une solution de Iéquation
(I—RoAA)x =)

lorsque o est une singulartté de A contenue dans son disque de Fredholm, en
employant la série de Neumann appliquée & y, est que y satisfasse @ la condi-
tion sutvanie: x'(y) = o pour toute forme linéaire continue x € &' qui est
vecteur principal pour Pune des transformations (I — AA)" avec || < |2l

Cette condition est plus restrictive que la condition d’existence
d’une solution, exprimée (chapitre i1} par la condition de Fredholm (N).



CHAPITRE VI

REDUCTION DE CERTAINES TRANSFORMATIONS
EN TOUS LES POINTS D'UNE SUITE INFINIE

6. 1. Dans tout ce chapitre, E est un espace de Banach sur le
corps des nombres complexes, A une transtormation linéaire continue
de E dans E. Dans chaque composante N; de I'ensemble de Noether
N de A, les points ot il existe des chaines finics forment un ensemble
discret §;,}. Au chapitre précédent (5. 1. et 5. 2.), nous avons associé
4 chaque point & de N une projection Q,, identique & 0 pour A 5% hy;
ces projections sont orthogonales deux & deux :

QQ.=0 s A

et permutables a A.

Si {As, hey -y 2} est une suite finie de points de Noether de A, on
peut définir une réduction simultanée de A aux points X,; en eftet, prenons
la réduite A,, de A en A, puis la réduite A, de A, en k, etc.., la
réduite A] de A} _ en A,; nous avons :

A=A, +3L, L,=AQ,
i

La transformation A a le méme ensemble de Noether N que A,
avec les mémes indices y(3) et w(2) et les mémes sous-espaces de vec-
teurs principaux, sur tout N, sauf aux points A; qui sont sans chaines
finies pour A , méme 5’ils étaient a chaincs finies pour A.

Le probléme que nous examinerons ici est le suivant : a quelles
conditions peut-on réduire A simultanément aux points d’unec suite
infinie f'!xz}.-;%?
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Definitions.

6. 2, Soit B un cusemble quelconque dans E; nous conviendrons
de 'appeler f-compact si toute suite de vecteurs de B contient une
sous-suite {aiblement convergente vers un vecteur de E (c’est ce
que des auteurs écrivant en anglais ont appelé « sequentially weackly
compact », voir par exemple E, Hille [1]). Nous dirons que P’espace
E lui-méme est un espace f-compact s1 tout ensemble borné de E est
J-compact, c’est-a-dire si la boule j|x]| < 1 est un ensemble compact.

Enfin, nous appelerons transformation f-compacte toute transforma-
tion T de E dans F qui donne de la boule unité [jy]] <{ 1 une image
J-compacte, I'espace E étant un espacc de Banmach quelconque.

Un espace Ilf-compact est visiblement faiblement complet, et
tout espace de Banach réflexif est Jf-compact (B. J. Pettis [1]).

Par exemple, les espaces L, p > 1, et {*, p == 1, sont faiblement
complets; LP, ¢ 2> 1, sont {f~compacts; L¢, p > 1, sont réflexifs
(S. Bamach [1]).

Suites de projections.

6. 3. Soit P une projection définie dans E. Les deux sous-espaces

—1

P(o) et P(E) sont supplémentaires. Iis sont supplémentaires topolo-
giques dans E si et seulement si P est continue; rappelons que, puis-

que E est un espace métrisable et complet, il suffit que 'ﬁ(o) et P(E)
solent fermés dans E pour qu’il en soit ainsi (voir par exemple
N. Bourbaki [1], p. 37). Les vecteurs de P(E) sont les vecteurs de E
invartants par P.

Nous noterons P-—< Q la relation entre projections définies dans E
qui équivaut a :

P(E}>Q(E) et P(o)cQ(o).
C’est une relation d’ordre puisque :
a) P<P
b) (P<Q et Q-<P) impligue P = Q.
¢) (P<Q et Q<R) implique P-<R,
Lorsque P, Q, P+ Q sont des projections, on a visiblement
P<PH+ Qet Q<P+ Q; rappelons que si P et Q sont des pro-
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Jjections, pour que P + Q en soit une, il faut et il suffit que P et Q
solent « orthogonales », C’est-a-dire que PQ = QP = o.

Enfin, nous dirons qu'une suite {P,} de projections définies dans E
esi non décroissante lorsque P,—< P, , pour chaque #. D’aprés la remarque
précédente, si les (3, sont des projections orthogonales deux a deux,

]

les sommes particlles ¥, Q; de la séric XQ; forment une suite non
i=1
décroissante de projections.
(Il n’est pas utile dans ce qui suivra de considérer les suites non-
croissantes, car si ;P,,; est une suite non-croissante de projections,
{(I—P,,) ; est une suite non-décroissante et il suffit de lui appliquer

les propositions que nous possédcrons pour ce dernier cas).

6. 4. Démontrons, pour les suites monotones de projections dans
les espaces {f~compacts, une proposition analogue a celle qu’a démon-
trée E.R. Lorch [1] pour les espaces réflexifs.

Nous nous servirons du lemme suivant, valable méme st E n’est
pas {f-compact :

LEMME, — Sotf {Pn} une suite non-décroissante de projections & normes

—1
bornées; N et M désignant respectivement [Uintersection des noyaux P,(0)

et le plus petir sous-espace fermé contenant les images P,(E), N e¢ M ont
pour seul vecteur commun o ¢t M © N est_fermée.
Soit £ une borne des [|P,]}; soient xe M et yeN. Il existe une
suite de vecteurs x,, x, € P,(E), tcndant vers x. L inégalité :
ol = [ Puz + )} < £ [I% + 1]

entraine

(1) [l < A (i 4]

Ainsi, si xeMnN, on a —xeN, donc ||»||<klix — x|, ce
qui entraine x = o.

Supposons maintcnant qu’une suite {x, + 3.}, ot x,e M et y, e N,
soit convergente. Alors :

||xn+phxn||\<ki](xn+p +.yn-+-p) - (xn +.}IN)||;

donc la suite §x,} converge aussi (ainsi que la suite § 7,}). M et N sont
fermés dans E, M par définition et N comme intersection de sous-
espaces fermés. Par conséquent, x, tend vers un vecteur x,e M et
¥, vers un vecteur y, € N. Ainsi, toute suite dc vecteurs de M & N
qui est une suite de Cauchy converge vers un vecteur de M & N,
ce quil fallait démontrer,
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TutoriEME. — Soit E un espace de Banach lf-compact, {P,} une suite
non-décrotssante de projections bornées en norme, l\I le plus petit sous-espace

fermé contenant les P,(E), N Pinlersection des P {0},

Alors, on a E = M ® N et P, converge foriement vers la projection P
de B sur M paraliélement @ N.

Soit 4 une borne des |

Soit xeE; posons x, = Pax. Les ||x] sont bornées par Afjx|],
donc il existe une suite v; de nombres entiers telle que x, converge
faiblement vers un vecteur ', lequel appartient nécessaircment a M.
Alors, la suite {P,,x’} elle-méme converge fortement vers x', car on a

b — P | < Il — |+ [ Pos] + [P~ Pud | (1 + Bl ]

pour toutc suite x, € P,{E) et convergcant vers ',
Remarquons alors que (I —P,)x = x —=#, =~ x est aussi fai-

blement convcrgcntc vers x” = x — &', Comme &/ P {0}, Pl =0
si 7 < v, Mais si x{ tend faiblement vers £, P x’,’! tend ausst faablc-
‘ment vers P.x", donc P.4" = o pour chaque =. Il en résulte que 'on a

e 1;,(0) pour tout n, donc 2" e N,

Finalement, chaque xeE est bien de la forme : x = a' + %
¥ e Metx' e N;onadonc E= M@ N d’aprés le lemme, et P.x = Px’
tend vers ¥’ ; donc P, est bien fortement convergente vers la projection
P défimie par-Px — x' pour tout x € E. Evidemment, on a |[P|| < .

Séries de projections orthogonalces.

6. 5. Le théoréme précédent s’applique en particulier aux sommes
partielles d’une série de projections orthogonales deux a deux :
Soit B un espace de Banack lf-compact, §Q. 1 une suite de projections

EQf

alors la série Y, Q, est foriement convergente vers une projection ().
1

Lorsque E cst simplement un espace faiblement complet, on sait
d’aprés un théoréme d’Orlicz [1] que la condition nécessairc ct
o

sozent borndes

orthogonales deux & deux, et lelles que les mormes

suffisante pour qu’'une série Y, &, soit commutativement conver-

S 1| < ¥ pour

<L k pour tout ensemble fini d’indices jv,;,/,/,,
=1

On a donc aussi :
Soit E un espace de Banach faiblement complet, Q% une suite de pro-

gente est que
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Jections ortizogonales deux & deux, el telle qu’il existe un nombre k pour

3 Q)<

(=1

lequel <k quel que soit Uensemble fini d’indices {v.}; alors la

série 3, Q , est forlement et commutativement convergente vers une projection Q.

1 n
En effet, pour chaque xeE, on a 2 Q. Al < K|I¥]| quel que soit

ensemble fini d’indices §v{. Donc la série ZQ X cst commutative-

ment convergente pour chaque xe¢ E; ce qui exprime que Z Q, est
fortement convergente,

Soit Q) sa limite; comme limitc forte de transformations linéaires
continues, ¢lle est encore linéaire et continue, et Pon vérifie facilement
que Q* = Q, donc @ est une projection.

N. Dunford [3] a fait une étude plus générale des familles de
projections permntables dans le cas de P'espace faiblement complet.

Suites P-bornées de points de Noether,

6. 6. Soit A une transformation linéaire continue de E dans E,
N son ensemble de Noether. A chaque point \ de N, associons une projec-
tion Q, qui réduise A en 3, différente de o sculcment si (1 —2A) a des
chaines finies, et posons L, = AQ,.

Soit 8 = {2,} unec suite quelconque de points de N; nous dirons

que la suite (), est P-semi-bornée lorsque les projections Q. sont
b

& normes bornées. Nous dirons de méme que la suite est P-bornde

n
lorsque toutes les projections Y, ()}, sont 2 normes bornées, pour

1
un ensemble d’indices quelconque {vzg fini.

Quand il g’agit seulement de points de Riesz, ct qu’on utilise
les projections Q, qui réduisent normalement A, la condition d’&tre
P-hornée ne dépend que de I'ensemble des points X, de S; il est clair
que celte condition est alors en réalité une condition sur A et sur
Pensemble des points de 8. Nous dirons que la suite §3,] est P-bornée
ou P-semi-bornée; on verrait facilement que, dans ce cas particulier,
elle se raméne & une condition sur les normes des « résidus » de A
dans certains ensembles, au sens de la terminologie de N. Dunford

(141 et [3]).
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6. 7. TuroREME. — Soit E un espace de Banach {f-compact, A une
transformation linéaire continue de E dans E, §2a} une suite de points de
Nocther de A, Q. une projection réduisant A en ), St la suite {Q, 4 est
P-semi-bornée:

19 E est la somme directe de deux sous-espaces fermés M et N,

20 3 Q, conuerge fortement vers la projection Q de E sur M suivant N.
1

30 A=A’ + S L, la série convergeant forlement; A' = A{l— Q)
{

a pour ensemble de Noether Pensemble de Noether de A, avec les mémes vecteurs
principaux en tous les points autres que les k., el avec seulement des chaines
infinies en ces potnis. "

En effet, les sommes partielles de la série 3,QQ, forment par hypo-

1
thése une suite non-décroissante et & normes bornées. M désignant

le plus petit sous-espace fermé contenant toutes les images qu’elles
donnent de E, N Pinterscction de tous leurs noyaux, on a bien r°
et 20, d’aprés le théorémc 6. 4. Enfin, si L désigne la transformation
AQ, on a, comme pour la réduction de A en un seul point (5. 2.) :

(I _)\A)" == (I —}\A')“ (I —}\L)“ — (I e )\L)" (I —‘IA’)“

Porthogonalité de Q et (I —Q) entrainant celle de L et A’, puisque
Q est permutable avec A,

CoROLLAIRE. — Soit E un espace de Banach If-compact, A une irans-
formation linéaive continue de rayon de Fredholm infini, §7.} la suite de ses
points singuliers, Q, la projection qui réduit normalement A en 3.

A} {)\,‘] est P-semi-bornée, la série 3 Ly , Lo = AQ; , est fortement
1
convergente, et le « reste » A" —= A — N, L, est sans point singulier & dis-
tance finte. t

6. 8. Tuiorime. — Soit E un espace de Banack jfaiblement complet,
A une transformation linéaire continue de B dans B, §3,3 une suite de points
de Noether de A, Q, une projection réduisant A en ),

Si la suite {Q, | est P-bornée, les conclusions de 6. 7. resient valables,

les séries convergeant de plus commutativement.

o

En effet, dans ce cas, la sériec ¥ Q; a pour termes des projections
0

orthogonales deux a dcux, et les sommes partielles quelconques de
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termes de cette série sont bornées en norme. Elle converge donc for-

tement et commutativement.
Il est clair que I'on peut tirer encore dec ce théoréme une condi-

tion pour développer une transformation a rayon de Fredholm infini
en série de transformations de rang fini orthogonales, le « reste »
étant sans point singulier 4 distance finie, comme on I’a fait au para-
graphe précédent.

6.9. 1) Un espace de Hilbert est a la fois faiblement complet
et If~compact. Si I'on applique les deux théorémes précédents 2 des
points de Riesz de la transformation A, supposée symeétrique, les
réductions normales seront obtenues par des projections Q, symétriques
aussi; cc sont alors des projections orthogonales, ainsi que toutes leurs
sommes finies, donc cclles-ci sont bornées en normc par 1 : foute
suite de points de Riesz ’une transformation symétrique est P-bornée, Lorsque
A est & rayon de Fredholm infini (il est alors facile de voir que A
est compacte) on retrouve le théoréme de développement de Hilbert-
Schmidt : le « reste » A’ est o puisque symétrique et sans point
singulier & distance finie.

2) Comme pour le cas symétriquc, on peut utiliser les deux théo-
rémes précédents pour simplifier Iétude de Péquation de premiére
espéee .

Ax =

en étudiant les équations correspondant a Q y et (I --Q) ».

Transformations f~compactes.

6. 10, TuforREME. — Soit E un espace de Banack quelconque, A une
transformation f-compacte définie dans E, 3.} une suite de points de Nocther
de A, Q. une projection qui véduit A en ). Si la suite §Q1"§ est P-semi-
bornée, et si 1, = AQ, , la conclusion 3% de 6. 7. reste valable.

Posons P, =Y, Q), ; appelons encore M et N respectivement le

1
plus petit sous-espace fermé contenant les images P,(E) et Tinter-

section des noyaux P:(o).

Soit xe E et y = Ax. La suite P.x est bornéc par £||x'| si & est
une borne des |[PJ|; donc il existe des indices v tels que AP, x
converge faiblement vers un vecteur y'; il en résulte qu'il existc une
suite de vecteurs de M tendant fortement vers ce méme ¥, donc
y'eM, ct les P,y convergent fortement vers y'.
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Posons 3" =y —3'. Les 3, = A(I —P,)x tendent faiblement
vers 3", Mais » =y — AP xeN,, car ) = A(x —P.x). Donc
Py, =0 si v, 2> n. Comme les | tendent faiblement vers 3", ceci

entraine P, " = o pour chaque n. Donc »" e N.
Puisque Ax = y' + 3", AP.x = P,Ax = P,»' converge fortement,

vers 3. On a donc ' = Y AQ,»= YL, x. la série convergeant
1 1

en norme pour chaque x. Il ne reste plus qu’a poser A'x = 3" pour
chaque x < E. Ici, on est assuré que A’ annulc tous les éléments de
M et appliquc N dans lui-méme, cc qui suffit pour la conclusion 3°
mais n’implique pas que le sous-espace fermé M @ N soit identique
2 E, ni méme posséede un supplémentaire topologique dans E.
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ERRATUM

A LA THESE DE MAURICE AUDIN.

Le manuscrit laissé par M. Audin n’était pas une rédaction défi-
nitive, Nous avons laissé son texte tel quel, et nous y ajoutons ie
présent erratum.

ProrosiTiON 1, 8, page 12.

Cette proposition est inexacte, si Ion ne fait pas une hypothese
supplémentaire; on a T(E,) ¢ E,, mais non nécessairement T(E,) = E,
(ligne 12}. Si ¢ e'f‘(o) nE, ¢ est Vorigine de surtes

(€4, €3y uey €y o-- Ea)s T(e;) = e;_4,
arbitrairement longues, mais peut-étre pas d’une seule suite ou chaine
infinie.

La proposition dcvient exacte dans 'une ou I'autre des hypotheses
w(T) < o5, ¥(T) < o0.

a) Soit p(T) < . Alors u(T") < % pour tout z. Pour =z fixé,
les espaces T~ "(0) n T*(E), m = 1, 2, ..., forment une suite décrois-
sante d’espaces de dimensiovs finies, donc stationnaire; il existe m,
tel que T~"(0) n E,=T~"*(0) n T"(E) pour m>m,. Sie,e T7"(0} nE,
quon écriva T~"o)nT™(E), m=—sup (m, m,,, + 1), on a
en = T(tur1)s 2,1 € T"'(E), mais aussi nécessairemente,,, € T~"**(o},
donce,,,e T-"*(o) n T"~{E) = T—®*Y, (0) n E,. Ainsi, & partir de
e,e T1(c) n E,, on forme une chaine infinie, avec ¢, T7"(0) nE,.

5) v(T) < «. Alors E; = T™(E} pour m > ¢"(T), et on a bien
T(E,) = E,.

THEOREME 1. 10, page 13.
Ajouter 4 Pénoncé : si w{T) ou v*(T) est fini.

THEOREME 2, 20, page 28.
L’énoncé cst exact, mais la démonstration incxacte, puisque 'on
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n’a pas nécessairement T(E,) = E, (voir ce qui précede). Mais
nous avons vu, dans la rectification de la page précédente, que
T(T—"(0) n E,) = T~®"0) nE,, donc w{T") = w(T"~") 4~ u(T), ce
qui donne, par récurrence, w{1") = nw(T}, et on peut poursuivre la
démonstration sans autre modification.

THEOREME 3. 11, page 36.
On doit supposer U d’indice fini (sans quoi, méme pour L. = o,
T = U n’est pas d’indice fini),

LEMME A, page 40.

Il est bien exact que, moyennant la condition C, pour tout voi-
sinage V de o dans E, on peut cn trouver un autre W et un voisinage
u de 2, dans A, tels que T;(V)>WnT,(E) pour Zeu; mais
comme le voisinage # va varier avec le voisinage donné V, cela ne
prouve nullement que T soit un isomorphisme de E sur T,(E), ni
méme soit biunivoque, pour aucune valeur X volsine de A,

Le lemme A est cxact si E est un espace de Banach.

La démonstration du lemme G parait sappuyer sur le iemme A
{page 43, ligne r1); il n’en cst rien, et le lemme C cst donc exact,
car Pexpression explicite de U;' permet directement de voir que U,
est un isomorphisme.

Par ailleurs, & la place de C, on peut introduire la condition plus
forte € :

(Q) : Il existe un voisinage u, de ¥y dans A, un voisinage de o, V,,
dans E, et une partie bornée B, de E tels que (T, — T, )(V,) cB, pour
neuy, et que T, -— 15, converge vers o uniformément sur V, quand ) tend
zers iy

Alors, st Pon a T/ et 51 T, est un 1somorphisme de E sur T, (E), T,
est biuntvoque pour h assez voisin de 2.

Démontrons-le. On peut toujours supposer V, disqué, Si notre
affirmation cst en défaut, on pourra, pour tout voisinage # de %,
trouver x, € E, ), e, tel que T, (x,) =o. La droite engendrée par x,
ne peut pas étre tout entiére dans V,; car son image par T, serait
alors nulle, mais son image par T, - T, est dans B, donc aussi
nulle, donc son image par T), devrait étrc nulle, or T;, est biuni-
voque. Il cxiste donc un homothéiique p, de %, qui est dans V, et

I : ¢
n’est pas dans ?Vm Comme T, —T,, converge uniformément

vers 0 sur V, quand i tend vers ), (T,, — T5,) y. va tendre vers o
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suivant lordonné filtrant des #; comme T, {5} =o, T, () va
aussi tendre vers 0; comme T;, est un isomorphisme de E sur T (E},
3, doit tendre vers o, ce qui est contradictoire avec ’hypothése

I X )
¥ & ?VO. Donc¢ notre affirmation est blen exacte,

LEMME 4. 5. page 45.

Ajouter 4 I'énoncé : si lc rang de L, est indépendant de A La
démonstration le suppose implicitement puisqu’elle considére les
x; comme indépendants.

LrMME 4. 6, page 46.
Idem.

La proposition 4. 8, page 47, est exacte, bien qu’elle s’appuie
sur lc lemme 4. 6; car on voit aussitét quec V,L cst de rang constant,
pour A voisin de %, (Vi'(0o) n L(E) = V3;'(0) nL(E) = o; donc le
rang cst celut de L).

PROPOSITION 4. g, page 48.

Cette proposition a pour but d’étendre un théoré¢me de Kraskovski
et Goldman, cité dans la bibliographie. Elle a sans doutc été ajoutée
au manuscrit relativement tard, et sous forme d’esquisse provisoire.
Telle quelle, elle est inexacte {contre-exemple : si T, est indépendante
de %, T, = T, N-transformation ayant des chalnes finies, alors T,
est s-dérivable, ¢t on a C et O; N cst tout lc plan complexe, ainsi
que o, dont Pensemble discret complémentaire est donc vide; mais
pour tout & il y a des chaines finies). Alors que dans tout le resle de
I'ouvrage la rédaction est claire, elle est ici trés obscure, le milieu
et la fin de la page 49 sont peu compréhensibles. Il est difficile de
savoir quelles sont les hypothéses les moins restrictives possible, dans
lc cadrc des idées générales de ce mémeoire, qu’il faut ajouter pour
avoir les conclusions désirécs.

THEOREME 4. 12, page 5I.
Inexact, comme ce qui précede.
COROLLAIRE, page 51.

Au lieu de 4. 7, 8, 9. lire 4. 7, 8.
THEOREME 4. 13, page 51.

Inexact (¢’appuie sur le lemme A, page 40). Exact si E est un
espace de Banach. Par ailleurs, si Pon suppose non seulement C,
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mais C' (voir erratum rclatif au lemme A}, alors la conclusion du
théoréme 4. 13 devient valable. Car si T, — L est inversible 4 gauche
ou a droite, c’est un isomorphismc puisqu’il n'y a que des points
de Riesz; alors, en vertu de €, on sait que T, — L est biunivoque
pour % voisin de %, donc pour la méme raison ¢’cst aussi un isomor-

phisme, on a done bien O.

TUEOREME 4. 14, page RI.
Idem.

COROLLAIRE, fpage 52.

Ce corollaire est exact (on a ¢, donc on peut appliquer le théo-
r¢me précédent).

Pages 52-53.
Les indications a) el ¢) sont pour la plus grande partie inexactes,
b) est exacte,

Page 55,
Les considérations relatives aux chaines, lignes 6 ct 8, sont inexactes.

Page r6.

Le fait que le disque de Fredholm ne conticnnc que des points
de Riesz est démontré ici par la proposition 4. g, gul est inexacte;
mais si E est un espace de Banach (ce qui sera supposé dans tout le
reste du chapitre) cela résulte du théoréme de Krackovski-Goldman
déja cité, Tout ce qui suit est donc exact en vertu de ce théoréme.

Page 64.

JS-compact est équivalent a faiblement relativement compact,
d’aprés un théoréme de Smulian (Ueber lineare topologische Raume,
Mat. Sbornik, N.S., t. 7 (1041}, p. 425-448). Alors if-compact est
équivalent a faiblement quasi-complet ou réflexif,

Le mot faiblement complet dans tout le chapitre doit étre
remplacé par faiblement quasi-complet. Aux lignes 14-15, remplacer
partout p>=1 par p > 1.

Le sixi¢me chapitre retrouve et exprime donc d’une autre maniére
les résultats de Lorch.

L. ScHwARTZ.

Profcsseur 2 la Faculté des Sciences de Paris.
membre du jury de la These,
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